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МАТЕМАТИКА

Н. Н. ЛЕБЕДЕВ

АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ПАРСЕВАЛЯ ДЛЯ ОДНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ

(Представлено академиком А, Ф. Иоффе 25 VI 1949)

В настоящей работе рассматривается пара интегральных преобра
зований С)

ОД) = ^g^p^x, ^dx, g(x) ^G^p^x, x)dx,

0 0 (1)
Д 2т sh кт Kix (x)
T)=------- - -------

К, (x) — функция Макдональда.
Доказываются теоремы, аналогичные теоремам Парсеваля в теории 

преобразований Фурье, именно:
Теорема 1. Пусть g(x)— произвольная вещественная функция, 

такая, что 1) g(x)х^1' € L (0, оо) и 2) g(x) € L2 (0, ©о); G(t)— инте
гральное преобразование g(x), определенное формулой (1). Тогда

=^[g{x)Ydx. (2)

о о

Теорема 2. Пусть gx(x) и g2{x) —произвольные веществен
ные функции, удовлетворяющие условиям 1) и 2), ОД?) и О2Д) — 
соответственно интегральные преобразования этих функций. 
Тогда

\G1^G2{x}dx=\^g1{x)g2^x)dx. (3)
о о

Доказательство теоремы 1 основывается на рассмотрении инте
грала

GO

(9
О

где 8 — положительное число, которое может быть выбрано произ
вольно малым. Интеграл (4) существует, так как, ввиду 1) и оценки 
(формула (12) работы Р)):

\р (х, т) К (А — абсолютная постоянная); (5)
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G^) существует (как интеграл Лебега) и представляет непрерывную 
функцию во всяком конечном промежутке и тройной интеграл, появ
ляющийся при подстановке О(т) в (4), сходится абсолютно. Значение 
интеграла (4) может быть выражено формулой

D(8) = ^g{x)g(y)dxdy^p(x, ^р{у,
оО о

или, если ввести новые переменные 5 = lgx, 7) = lgj/,
-4-00 -4- со

D{8) = J J Ф(^)Ф(7])Т(5л, 8)^^, (6)
— co — co

где положено Ф (Q = g (e5) и

Tft 4, S) - 41 (7)
*’ ' к2 J ch кот

о

Если воспользоваться интегральным представлением (2)
ОО

5 7° 2ху ch s ~ — ^2) sin TS ds, (8)

легко получить более удобное выражение 
со

Y(U&)=-i Jo /2 ch Si- 2 ch (i; - 7))) ds, (9)
|5-ч1 \ 28/

или, после интегрирования по частям,

Ж 7), 8) =

1
2Ы ch 1=2'

2о
2кВ

Г Л K2ch s — 2ch (^ — 7))) sh s
1 V2chs — 2ch (5 — ч) ch —Ofc

^(U 8)-Y2(U 3). (Ю)

Подставляя (10) в (6), находим
ео -j- оо

D(8) = J J Ф^Ф^и^-
— ОО — со

-|- со “ со
-J J ФООФ^Ж,^ з)^^^-^. (И)

— СО — ОО

Применяя неравенство Буняковского — Шварца для двойных инте
гралов и замечая, что, в силу условия 2), Ф(^) € Ag(—°°)’ легко 
убедиться в абсолютной сходимости каждого из интегралов Dr и D2

* См., например, ниже (15)—(16).
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Мы имеем далее
4- ОО

Ф(^ f =
ch 1 ? 

J 28— oo

Ф(? + 0^С = ’ C dt> 
ch — 1 ch ±

28 <, 28

(12)

где
+ 00

9(0 = J ф^ф^ + t^dl. (13)

Интеграл (13) представляет непрерывную и ограниченную функ
цию t ((®), стр. 398, пример 20). Опираясь на эти свойства функции 
9(7), нетрудно показать, что

• 4- °° оо
lim ^ = 9(0)= ( [®^d^\[g(xWdx. (14)
8-^0 •' J

— со . О

С помощью неравенства Буняковского — Шварца, учитывая сим
метрию Т2 относительно £ и т), имеем

4-оо 4- е°

іш< $ w?;. (15)

Из (9) и (10) следует | Т2(£, т;, 8) | <2^^, т;, 8), поэтому
4" ОО 4-00

J |Т2(^7], 8)|^<2 J ^(^,8)^ = 2. (16)

С другой стороны, используя интегральное представление для 
Y2 (10), получаем для 3<’/4

4-00 4" ОО ОО со

e^d. С
I 1 ch — IО J J 28 J— co _ co I 5—71 I 0

ds Г di} = 
ch — 1

28 J
5-5

= ds=~ (sec 2^8 - 1).
2n8 chi 

J 28 
o

(17)

Из (15), (16) и (17) имеем:
a 4- co

p2|<|e2«(sec2K8-l) J [Ф(ад2^ + 2 J [Ффр^< 
— oo a

4-00 4-00
,<|e2a(sec2K8-l)^ [ФО2^ + 2 [Ф^)]2^. (18)

— go a
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что при 
Поэтому

т,„. как Ф(Е)САо(—00,00), можно, выбрав соответствующее 
п = а (s-) сделать второе слагаемое меньше Уае. После этого можно 
найти такое о = о (s), 
не превосходить Уг®- 

lim = 0.
8 ->0

(19)

Из (11), (14) и (19) следует

lim D (8) = lim Т «У =Д (х))Мх, (20)
5 0 8 -> 0 J LU J

О 0

откуда, по известной теореме ((3), стр. 346, 10.82), вытекает требуе
мый результат (2).

Теорема 2 является простым следствием теоремы 1.
Пример 1- Положим g(x) = e-x. Тогда G(t) = chKT~.Прямое 

вычисление показывает, что, в соответствии с общей теоремой,

О 0

Пример 2. Пусть где
г - г - - * ^а(А) = 0 для югда, потеоремы 

теореме
1,

2,
g2 (х) = 1 для 0

СО t 5

( G (т) Н р (х, т) dx} du = g^ dx, 
о о 0

откуда, ввиду произвольности следует, что почти всюду имеет 
место формула обращения:

ОО X
g(x) = _±.^G(T)^p(T,^^]^- (21>

и О

знаком ин-
Условия, 

приведены
при возможности выполнить дифференцирование под 

теграла формула (zl) переходит в формулу обращения ( )• 
достаточные для справедливости последней формулы,

Ь РТеоремы 1 и 2 могут быть использованы для вычисления различ
ного типа определенных интегралов.
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