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КРУЧЕНИЕ ПРИЗМАТИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ С ПРОФИЛЕМ, 
ОГРАНИЧЕННЫМ ДУГАМИ ДВУХ ПЕРЕСЕКАЮЩИХСЯ 

ОКРУЖНОСТЕЙ

(Представлено академиком А. Ф. Иоффе 6 VII 1949)

Рассмотрим упругий призматический 
-иие которого изображено на рис. 1. Дуги 

то контур, являются координатными ли- 
ійямй р = const (— it <Г 3 <С + системы
5иполярных координат (а, ₽), связанных 
: прямоугольными координатами зави
симостью:

х sin В у sin а
a ch а + cos 3 ’ a ch а + cos ,8

Задача кручения сводится к решению 
уравнения:

стержень, поперечное сече- 
окружностей, составляющих

У

Рис. 1А2 = ~ ~ ^З2) — (ch а + cos З)2 (2)

при граничных условиях:

?(«! 31) = ?(«> 32) = 0. (3)

Полагая <р(а, ₽) = /(а, 3) = (х:/а)2, будем иметь для функции /(а, ₽) 
уравнение:

дН . дЧ 
да? + (4)

интеграл которого, ввиду четности по переменной а, ищем в виде:

0О

/ (а, р) = [С (г) ch рг + S (г) sh cos «z dz.
о
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Воспользовавшись разложением:
ОО

Г —Е—о ) = \ F (3, z) cos аг dz,\ a J \ ch а + cos 8 7 J ’
о

F (0’ г> = <г ch ₽г~ ct& Р ‘sh

и условием (3), получаем для C(z) и S (г) систему уравнений:

С (г) ch ₽xz + S (г) sh ^z = F z), 
C (z) ch ₽2z + 5 (z) sh 32г = F (32, z).

Определяя отсюда C(z) и 5 (г), получим для функции 9 (а, ₽):

9 (а, 3) = cos^ 4. 9 eta R С sh p,»-sh(p1 — p)z 
ch а Ч- cos р “ “ sh TC2.sh г

0

cos az dz —

— 2ctg₽x C sh p^sh (p2— p) z j
\ g~h~5t ch / q—£v" COS dz, J sn ”2’Sh (p2 — ^z ’

0
(7)

что и дает точное решение поставленной задачи.
Жесткость стержня при кручении с = М/6, где М — внешний кру

тящий момент, а 9 — угол закручивания на единицу длины стержня, 
вычисляется с помощью соотношения (х):

+ «> 3>

J J
— co 3,

(p.—модуль сдвига).

После выполнения интегрирования по а и 3 будем иметь:

= (lip № +sin 0cos ₽ (2 cos2 ₽—3)1 ! Г-
ОО

- 4" (ctg P, - ctg W* j
(8)

Касательное напряжение, действующее по площадке, ноомальной 
к линии 3 = const, будет:

«р.0 а дп — йр

(4- при £<0, — при Р>0), или, на основании (7):

О

zsh PiZ-chCP;- P)z
sh га-sh (р2 — pi) z cos a2

co
— 2 eta R C zsh (Pi-3) г 

ё Рз J sh Ttz-sh (р2 — pjz
0

cosaz^-^^^ 
(ch a — cos p)2 • (9)
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Максимальные касательные напряжения и т2 достигаются в точ •
ках А и Д2 соответственно и даются 
Д =Ч-(1+cos₽/)O(0, ₽,), (Ю)

(/ = 1,2;+ДЛЯІ=1,—ДЛЯІ=2).

Обратимся к некоторым практи
чески важным частным случаям.

1°. При ₽1 = 0 получаем круг
лый стержень, срезанный плоскос
тью, параллельной оси (рис. 2). По
лагая р2 =у(0<уО), вводя коэф
фициенты & = с : р/?4, х0 = тх: р/^0, 
xY = т2: рА’б и пользуясь зависимо
стью а = R sin у, получаем из (8) 
и (10):

формулами:

Рис. 2

z2 cth vz ,
—г—— dz, sh kz

z3 cth yz 
sh2Ttzk = 4- + 2у (2 sin2y — 3) — 2к/ (у),

х0 = 4siny Р(у) — cosy, Р(у)=^
О

= 1 — 2siny(14-cosy)Q(y), Q(y)=^ в^ь'у' dz- 
0

2
Для полукруглого сечения (у = к/2) все квадратуры выполняются 

Q = -- ------------и соответствующие значения1
16 ’ Зтг ’

х0 = 8/3~, xY = 2 — 4/те совпадают с результатами, полу-£ = к/2 — 4/тг, _ .
ченными при помощи полярных координат (2) или бесселевых функ
ций (3). В предельном случае у = тс (полный круг) имеем = к/2, 
х0 = xY = 1, как и должно быть.

2°. Если р2 —— Pi — Y, т0 рассматриваемое сечение переходит 
в симметричную круговую ялуночку“. Из (8) и (10) имеем:

ь* = —- = _Д—[у 4- sin у cosy (2 cos2y — 3) 4- 8т: cos2 у sin2 у Z (у)], 
fia4 sin4 у 1

со 
, , , (* z th tz ,L^=\^Pzdz’

о

-4- = 4г = -4------ 2 ctg у (1 4- cos у) Т (у), 
раО sin у & ‘ 4 17 '17

(12)

f -г—— dz, 
\ sh^-chyz

0

Для
Y>~/2

круглого сечения (у = к/2) получаем £* — ~/2 и х* = 1. При 
в вершинах „луночки“ получаются бесконечно большие напря

жения.
В табл. 1 даны коэффициенты х0, xY1 #*, х* для некоторых 

значений у-
2* 19



Таблица 1

Y *о XY Л* X*

л/6 0,0027 0,130 0,123 0,0421 0,467
тс/3 0,0375 0,444 0,407 0,354 1,796
л/2 0,297 0,849 0,726 1,57 1
2-/3 0,931 1,15 0,920 — —
5т:/6 1,39 1,21 0,991 ■— —
ТС 1,57 1 1

3°. При р2 = 2₽1 продолжение 
через центр другой окружности

дуги одной окружности проходит 
(рис. 3). В этом случае квадратуры

в выражениях (8) и (9) выполняют
ся. Максимальное напряжение будет 
на поверхности выреза (Р = Pi) в 
точке Д:
тшах : pa9=sin Pi: [cos В (1 + cos РД]- 

Так как
a sinPl —ОР _ /?

COS pj (1 + CCS 2 11

то
тшах=й0(2/?2-/?і). (13)

Отсюда видно, что в случае ма
лого выреза (/?i<^2/?2 ) ^шах~2р.6/?2

р о вдвое больше, чем максимальное
[ напряжение для круглого сечения.

Этот результат был получен Вебером (4) другим способом.

Ленинградский физико-технический институт Поступило
Академии наук СССР 2 VH 1949
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