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МАТЕМАТИКА

В. Ф. НИКОЛАЕВ

ОБ ОПЕРАЦИЯХ, ОТНОСЯЩИХ ФУНКЦИЯМ ПОЛИНОМЫ 

(Представлено академиком В. И. Смирновым 9 VII 1949)

В нижеследующем т„(9) означает произвольный тригонометриче
ский полином порядка п:

(0) = -у- 2 °* cos + ‘Д sin ^9 = Д 2 rk sin 
k=i " *=i

a (f) = (6, f) — линейную операцию из С(0,2к) в С (0,2тс) (про
странство непрерывных периодических функций), сохраняющую тл(9) 
и переводящую остальные / (9) € С(0,2те) в т„+т(9).

1. Каковы бы ни были коэффициенты тригонометрического по
линома T(Q) вида

7(9) = 2 cos (® Д £) 9 Д bk sin (m Д =
k=\

2 rk sin (m + + Y*)>
A = J

имеет место неравенство

\\U^\\>
2^ 
k=i
2 II T ||-

(1)

Для доказательства рассмотрим тригонометрические полиномы:

Ф (9) = ~ [rn cos (9 - Уд) Д гя_1 cos (29 - у^) Д • • • Д Д cos (n9 - Т1)], 

X(0) = — Л {~ ro sin (п + т Д 1) 9 + cos [(я Д 2т Д 2) 9 Д Т1Ц-----

-----F rn cos [(2п Д 2т Д 1) 9 Д уя]}, 
где А = ||7||г.

Нетрудно проверить, что

? (9) = ф (9) Д х (9) == -^ sin (л Д m Д 1) 9 7(9),
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так что Для произвольного а имеем:

ф(9 — а) = ф(0 — а) + х(6-а) =

2л+?т+1
= ф(0 — а)+ 2 A(6)eosva + ^(0)sinva,

где рД0) и (6) — тригонометрические полиномы порядка >n + m 
(или=0). Следовательно,

?л4-2т+1
^т)(9; ср(0 —а)) = ф(0 —а)+ АД6) COS va + Q-ДО) sinva,

№П-|-/п+1

где Л (0) и (М9)— тригонометрические полиномы порядка <д + т 
(или =0).

Положим 9 = а:

2n+2m+1
(а; ?(0 — а))= Ф(0)+ 2 W cos va + Q4(a)sin va = ф(0)+5(а),

№«+m+l

где 5(a) — тригонометрический полином без свободного члена. Сле
довательно, 5(а') = 0 при некотором а = а' из [0,2тс], так что

U™ (а';?(0-а')) = ф(О).

Но, как нетрудно видеть, | (а'; <р (0 — a')) I II Un II’ 1- Таким об
разом, ІФ^КЦ^’ІІ, что и доказывает (1).

2. Для многих примеров последовательности операций U™ известно, 
что при т = 0(п) нормы [| || оказываются равномерно ограничен
ными. Из неравенства же (1) следует:

Теорема. Еслит — о^п) [даже, если lim -у = 0 ) , то мно- 
\ Д^СО /

жество норм || || будет неограничено.
Действительно, возьмем полином Т(р) в виде:

sin (т +1)0 . , sin(m + n)6
7 (9) = —ТУП— + • • • + т + п

Тогда (постоянная) при любых т и п, а

п п -

2 = 3 т + k
А=1 4=1

т + п
т+ 1 ’>log

так что (1) примет вид:

II у?1 II >^-log т-\-п 
т 4- 1 ’ (2)
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Замечание 1. При т = 0 из (2) получается теорема Харшилад- 
зе —Лозинского (х).

Замечание 2. Так как ф(0) и х (0) мож.но взять в виде коси- 
нус-полиномов, то оценка (2) и теорема получатся и для операции 
^"Ч/) (из в Q> сохраняющей обыкновенные полиномы степени п 
и переводящей остальные функции £ С в обыкновенные полиномы 
степени п + т (2).

3. Если взять в (1) т — 0 и (/) = —- так что
о 

2 л:

|| || = — | Dn(t) | dt = Ln, то получится оценка для максимума
о

Из (3) следует:
а) Для равномерной ограниченности частных сумм тригонометри- 

со П

ческого ряда — + ^а^соз^б + sin #0 необходимо, чтобы 
6=1 6=1

была порядка не выше logn.
б) Если коэффициенты bk заданы, то, как бы ни изменять ак, п 

^bk 
максимум | (0) | не может быть сделан меньше —9,  .

-L п
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