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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОНИМУС

О СТЕПЕНИ ТОЧНОСТИ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛ 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 20 VII 1949)

Рассмотрим квадратурную формулу

р л\f(x)do(x)=^f(y^, 
-1 -'=1

кяк>о, -K^k^k.-.o^ki, (о
справедливую для всех полиномов степени не выше Мп ". Мы покажем, 
как, зная поведение функции а{х) вблизи одного из концов отрезка’ 
например левого, можно ограничить сверху степень точности Мп; 
мы обобщим наш прежний результат (х) и получим дальнейшее раз­
витие методов и идей акад. С. Н. Бернштейна (2).

I. Рассмотрим полиномы {Рл(х)}“, ортогональные относительно 
обложения do(x)', пусть

т
Рт^х} = д(л—х^ = — cosok, о<ок<ок<-..<ок<>; (2) 

*=i

введем неубывающую на отрезке [0, те] функцию т(0) = о(— cos 6), и 
пусть 02mk“(^), где функция очевидно, убывает при возра­
стании т.

Теорема 1. Если через zn обозначить расстояние от левого 
конца отрезка [—1 +1] до ближайшей к нему, но не совпадаю­
щей с ним абсциссы формулы (1), то

Мп<2<о-НУ^п) **;  (3)

если же jk> — 1, Уп}< 1, то

МП<2вМ[^Ч^)]. (4)

_ . * ° к огР^иченная неубывающая функция с бесчисленным множеством точек 
роста на [— i, -4-ij.

** означает функцию, обратную функции F.
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Для доказательства рассматриваем квадратурную формулу Марко­
ва (9) — Поссе (10):

1 * _
£ / (х) da (х) = 2 g^f (Л > °’
-I /=1

ДСх-УЛ = (х- 1)“(х+1)<^ (х) (5)
• і = 1

со степенью точности Мп = 2s + а + 3 — Г гДе ^ = s + а + 3, причем 
3 = 0, если Уп) > — 1, и 3 = 1, если У"’ = — 1 *;  полином Р„(х) орто­
гонален относительно обложения о’<т(х) = (1 —х)а(1 + х)13^ (х). Обо­
значая через Уги 4k абсциссы квадратурных формул (1), (5), ближай­
шие к левому концу отрезка, легко находим —аналогич­
но (2)**;  нетрудно показать, что абсциссы {йУГ перемежаются 
с корнями полинома Ps+\(x); отсюда

-\<yn<uk<x^w\

1+Л = г,<1+лР^4[9Г'’^ (6)

и окончательно

s + 1 <Д аг1 (У2гп); Л1п'Д2 Cs + 1) (")

Пусть теперь Уп)> —1, УГ’СП положим s = и рассмо­
трим квадратурную формулу Гаусса, получающуюся из (5) при 
а = 3 = 0; аналогично (2) находим, применяя неравенства Чебышева — 
Маркова,

-1<УУ<УУ;

< ° № -0Г- а (х^ + О)<о (хЛ = т(Л (8) 

откуда

т"1 дУЛ; X < 2s < 2м-1 [т-1 (хІЛ]. (9)

II. Рассмотрим теперь один простой метод нахождения функции 
ы(тў, обозначим через е отрезок [0, гЧ где е>0 сколь угодно мало; 
обозначим через а(т; 8) модуль роста функции т(0) на отрезке 
е ,  т. е.***

й(т;8) = іпі ^т(б), 6,е + 3€е; (Ю)
е

* Аналогично определяем число а.
** Полагаем Мп^.Мп 1.

*** См. (3“6)-
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будем предполагать, что а (т; 3)^>0 при 8>0; введем также функцию
1 К

1 2с (• р= — Ig^h)’ *>°- ^o=J^W=^t(G); (11)
-1 о

она, очевидно, не убывает при убывании х, 
Теорема 2. Для достаточно больших 

сто неравенства

причем lim <р(х) — оо.
значений т имеют ме-

—9^’<аср i(m), а<г2_ ; (б^Ее (v = 0, 1,..., г— 1), (12) 

откуда следуют неравенства

<2а<р-1 (ту сДт) = Ча^1 (т); (13)
мп<^(ЬУТп\ Ь=-^; МпСЧУс^хУ)], с = ± 

d V 2 Л Cl
Для доказательства рассмотрим неотрицательный полином

2рМ-П ■ *+•  I + —' -t=-™sl)> <14> 
(IV sin —2— J ^ sin —J

степени p(N — 1)*;  дЛЯ достаточно больших значений т всегда най­
дутся корни (2) на отрезке е; положим у = ^{G^-j-G^}, где G^Ee, 
pN = 2m-, совершенно аналогично (7) и (8) находим:

(• ( Q(m) _ Q(m) >~2₽
\p(^)^W<g0^Sin 7+*4 7 | ; (15)

с другой стороны, при условии y<9<y + 8, $<-Д- имеем р(х)> 
1 у 2 \2р
2 дДГ) > поэтому при y + 8-^-s имеем

? 77

Р (х) da (х) = р (— cos 0) d~ (6) >
-1 ’ 0 (16)
Y~H

> 5 Р (- cos 9) dz (9) > 1 (iypa У 8),

откуда находим
N j

7+1~ °7 ■к
Д'

Подберем число 8 из условия <р(8) = т, 
по (11), имеем

т. е. 8 = <р 1 (т);

(17)

тогда,

«ей-Л”<4««. (18)

Положим ^ = А так как N > Д- — 1 L ° J о 8tcS — у<^7сг, то

* р, N целые положительные числа, которые мы в дальнейшем уточним.
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.2^/4 ггр^І4 7
------- <т^^~1(т) = а^1(т), (19)

v -1 О

Примечание 1. Если e = 1, T. e. e = [0, it], то вместо (12) можем
написать

6’m) к^ф-1 (т)
л—<₽-!(«) '

(20)

Рассмотрим следующий частный случай, когда формулы (13) можно 
представить в более простом виде; пусть на отрезке е функция т(6)
подчинена условиям

(0) < (0), т(0)<Ьо(9), 0,6^ 02 (21)
01 01

где неубывающая функция то(0) удовлетворяет таким условиям:

а(т0; 3) = т0(8)* то(Х0)>Лто(0), 0,Х0€е, А = А^, (22)

тогда из (13) имеем
/ Cj - с21g т0 (Кгп). м Дз-Сі 1g Xi”}

Мп< vvn ’

“Я

Пусть, в частности, т0 (6) = 0*,  s > 1; тогда

мп < м„ < {^з - ^4 ig^л>};

если положить ?л^1/«, или то
Мп^Су^г c2\gii)Vn\ Мп<п^{ся + с^п).

(23)

(24)

(25)

В обоих случаях имеем Мп = о(п); Мп = о (п)', следовательно, если 
на отрезке е функция т(0) удовлетворяет (21), где то(0) = 05, то 
ни формула типа Чебышева (Хія) = ни формула типа Котеса

не могут иметь места при условии {Мп = п}™*** .
Примечание 2. Нетрудно показать, что в рассматриваемом ча­

стном случае имеем ^(mj-^s1^, откуда 1 + х(Г’ = О 'У этот

результат был известен при гораздо более ограничительных условиях, 
наложенных на функцию т(0). Поступило

23 VI 1949
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* В частности, это условие всегда выполнено, если функция т0 (0) имеет на от­
резке е положительную вторую производную.

** Числа {<ь}і не зависят от п.
*** Отсюда, как частный случай, получается результат Н. Ахиезера (и).
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