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ПЕРЕМЕННОЙ
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 7 V 1949)

В настоящей заметке исследуется асимптотическое поведение про
изводных.

Пусть f (х) есть действительная функция, которая в интервале 
(а, Ь) имеет (п + 1)-ю производную, и пусть х0, х2,..., хп — про
извольные различные числа из этого интервала, причем х0—-наи
меньшее (наибольшее) и хп — наибольшее (наименьшее) из них. Для 
разделенного частного

“ (Л М, • • •, Хп) = 2 ’ F = П (х~х^
1 = 0 ‘ І=о

имеем формулу

со (/; х0, х^..., Хп) = /Я) (*о) , х1 +*»+•■•+ Хп — ПХа („ + ц 
п\ (и 4-1)! I (1)

где С — число между х0 и хп.
Положительная функция <р(х), определенная для 

ся функцией правильного возрастания (*“3) для этих 
для всякого Х>0 имеем

х>а, называет- 
значений х, если

ПтЛ со (2)фМ

где т— действительное число.
Теорема 1. Пусть / (л) — действительная функция, которая 

для х^>а имеет п-ю производную, и пусть

f(x) — А^(х), х -> оо, (3)

/^(х^-Мх^^х), х^а, Ж>0, (4)

где ? (х) — функция правильного возрастания и монотонна для х)>а. 
Тогда

(х) ~ Ат (т — 1) (т — 2) • • -(т — t + 1) х (х), 
х-^ оо, 1 п — 1,

(5)

где т — число, определенное равенством (2). 
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Заметим сначала, что пишем / (х) ~ А<р (х) для х->оо, если 
цт = л, причем А — произвольное число.

X _> ео 9 W
Пусть av a2,.. ., ая-і—произвольные положительные числа, рас

положенные в возрастающем порядке, и «0 =0. Положим,
что Xi = x + ^iX. Из формулы (1) получаем:

,, ч _ , ^i+ v, + ■ • • +*„ _! - (я - В х
® (Л Хо, Хц . . . , хп — 1 ) — _ jp + „ । J (Q> (°)

где х<£<хл_і • Из (4) легко получить, что

fW^>-Mxx-n^{x), (7)

где Л4]>0 — конечное число. Тогда из (6) получим

хя-1ш(/;х0, ........ xn_^ ai+a,+ ... + a„_2 ,R.
W-ww <--------- Tw--------- ' + <-------
Легко убедиться, что

А™ щет=А ■ ф « = П - ->•

Тогда из (8) при фиксированных a;, — 1, получаем

11mX -> со
лп~1 /п~У(х) 
(п-1)!9(х)

<Лш[(1 + х)т\ a0,an .
«і + «г + • • • + ал — i_______., a„ _ j] +

Если теперь допустим, что числа a?, —1, стремятся к 
нулю, то из предыдущего неравенства получаем

------- л — 1 Ап - 1)
Ига --------< Ат (т — 1)... (т — п + 2).

: ОО 9 W (9)

Пусть теперь а0, а1т а2,..., а„_2—отрицательные числа, располо
женные в возрастающем порядке, причем а0>— 1I2, a„_i = 0. 
Для Хі = х + ^іХ, х>2а, имеем формулу

Ш ... X» ,) = (10) 

где х0<£О- Тогда из (7) и (10) получаем:

хл-1/л-’’(х) хп ’«(/; х0,хъ ... , хп _j) . a0 + a1+...+ a„_2
(л-1)!?(л) > 9(л) п\

откуда выводим, как было показано выше, что
л - 1 Ап - 1) (■ х

11m ---- -——-- Am (т — 1). .. (т — п + 2). (И)
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Из неравенств (9) и (11) сразу же следует асимптотическое равен
ство (х-»оо)

/(" “ ° (х) — Ат (т — 1)... (т — п + 2) х~ п + 1 <? (х),

из которого непосредственно вытекают остальные такие же из (5) 
для 1 л — 2.

Теорема 2. Пусть /(х) — действительная функция, имеющая 
длях>а п-ю производную, которая монотонна. Пусть, кроме 
того, имеем для х оо

/(х)~Л?(х), (12)

где <?(х) — функция правильного возрастания для х>а.
Тогда будем иметь (х-»оо)

/я,(х) ~ Ат (т — 1)... (т — п + 1) х~п <?(х). (13)

Доказательство. Пусть а0, аг, а2,..., a„_ ь а„<Д,— произ
вольные возрастающие положительные числа и обозначим Хі = х+аг-х, 
а0 — 0. Предположим, например, что /(п) (х) — неубывающая функция. 
Известно, что

2 Р\х^ = п \ ’ Х° < < Хп’ = П ~ Х‘^'
; і=э 2=о

Следовательно,
V ■> /я) W

У (хд п ! ■
i=0

Отсюда при фиксированных а,, 1<Д^п, получаем

Полагая, что а/, 1 i п, стремятся к нулю, получаем

. (14)

Таким же способом при а/ (а;<а, + і, ал = 0, а0> —х/2) отрица
тельных получаем

lim -х f > Ат (m — 1). .. (m — n + 1). (15)

Равенство (13) непосредственно следует из (14) и (15).
Из доказательства видно, что предыдущие теоремы остаются в 

силе для случая, когда функция определена в интервале 0<х<с. 
Тогда равенства (3), (5), (12), (13) должны быть взяты для х-»0. 
Из предыдущих теорем в частном случае, когда ср(х)=хт, при спе
циальных значениях числа п непосредственно получаем уже извест
ные результаты Харди — Литтльвуда (4), Ландау (5), Фуживара (6), 
Дейч (7), полученные ими при некоторых ограничениях.

Доказанные теоремы нетрудно распространить и на последова
тельности действительных чисел и получить следующие теоремы.
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Последовательность положительных чисел {рп}™ называется пра 
вильно возрастающей, если для каждого положительного числа X 
имеем

lirn^- = Xm, (16)
П —* со Рп

где _ самое большое число натурального ряда, которое содержит
ся в Хп.

Имеем теоремы:
Пусть {«„}” — последовательность действительных чисел, для 

которой имеем
bkan> — Мп^рп, М>0,

где {рп}™— правильно возрастающая и монотонная последователь
ность для n>N.

Тогда будем иметь (п->оо)

Ь1ап— Ат{т— 1)...(т — i + 1) п ' рп, — 1.

Пусть {ап}™ — последовательность действительных чисел и пред
положим, что за n>W последовательность Д*ал монотонна. Пусть, 
кроме того, имеем (п->оо)

п * п1

причем {р^™ — правильно возрастающая последовательность для 
n>N.

Тогда будем иметь

Akan ~ Ат (т — 1)... (т — £ + 1) гГк рп,

где т — число, определенное равенством (16).
Частные случаи при рп = п*, k = 1, 2, даны Фуживара(6) и Дейч (8).
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