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Пусть 5 — класс функций /(z)=z + c2z24-, регулярных и 
однолистных в круге | z | < 1; Sk (^ = 2, 3,...) — класс функций 

*____
fk (?) = // (г6), где f (z) € S (Sk с S); So — класс функций Л (?) = 
= где /(г) € 5; (^ = 2; 3,...)-класс функций

Fk (?) = VF^, где F (Д) € So (S* с So); SR — класс функций / (г) = 
= axz + a^z2 + •••, регулярных в круге | z | < 1 и удовлетворяющих 
при любых гх и z2 из круга | z | < 1 условию /’(z,1)/(z2) =у= 1.

Обозначим: площадь, деленную на те, образа круга |z|<r<l 
при отображении функцией Д(г)€5А (#=1,2,...) через Sk(r) (для 
общности обозначения под (г) понимается функция, принадлежа
щая классу 5); площадь, деленную на те, дополнения к образу обла
сти |?|>у>1 при отображении функцией F*(?)€S* (# = 
= 2, 3,...) — через оДг). (г), построенную для функции /Дг) =

Z £ Sk (# = 1, 2,...), обозначим через 5Дг).

1. Теорема 1. Для любых вещественных р и q и любых 
и ?2, I ?1 | = J ?2 I = у > 1, для /%(?) € S2 выполняется неравен
ство-.

(I-/-3)2 f^A-f^A
C2-?i

|р + ?1 
f^A + f2 (Q

~ (I р + я I - IP - Я I)
(1 + И)2.

4-(ір + гі + ір-г1)
(1-г2)2

Замечание. При р = —q =— 1 из правого неравенства полу
чается известное неравенство Г. М. Голузина^).

Теорема 1 представляет собой обобщенную теорему искажения. 
Рассматривая ее при р = — q = — 1 и p = q = l, удается доказать 
следующие теоремы:

Теорема 2. Для функции fk (z) € Sk (^ = 1,2,...) имеем
___ - S, (г) 
lim sup —— = 1. 

fk^ e sk sfA
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Теорема 3. Для функции fh (г) € Sk имеем при # = 1,2:

I fk (rz) 11dz I 
lim sup --|= 1---------------  = 1,
r-^1 sk j

I г I — I 
а при k = 1, 2, 3, 4:

I fh (rz) I21 dz I
Tim sup 1---- ------------= 1, 
r^ifk^^sk J I fk P I dz I

I Z I = 1

г^е fk (г) = 0_ zkf!k ‘

Теорема 4.
co

Для функции f(z) = у cnzn € S имеем 
n = 1

lim sup 
r-^ i /и e

2 ic»|r

2 n\cn\r"
n = 1_____________  

co

2 П2^
n = 1

lim 
r -> 1

sup 
/ui e 5

co

Теорема 5. Для функции f (г) = справедливы не-
n= 1

равенства: 
при 0< г < 1

I г I = I
и

I Сл К -g" + ^2,

где за Лх и Л2 можно взять соответственно 0,65; 1,8.
2. Gronwall (2) якобы доказал, что для /(г) = г + са22Н— ' S S имеет 

место при | с2 |< 1 оценка
1

4(1 + 1 с21)
1 Г. /1—r+i-l^l

4(1 —lcal)L V+J

где I z I = r.
Эта оценка опровергается при любом су. |с211 и 0<Сг<1 

функцией:
х 1 —а ГЛ + Я ,fo(z) - 4(1 + )Сз| + а} _z) 1J +

. 1 + а Г. /1—г\1 — I Сг I — Л1
4(1—| с 21 — a) L \1 + zj J 
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при всяком а: 0 < а < 1 — | с2 |, принадлежащей классу S = | с2
потому, что для любого г: 0<г<1 всегда можно найти аг 

—|с2| такое, что

max |/0(z)|>
I г I < г

1
4 (1 + I С2 I)

+ 4 (1 — 1 с3 I)

Становится небезынтересной следующая теорема:
Теорема 6. Для функции f (z) = z + + --^S имеют ме

сто при 0<г<Ч следующие оценки-.
Г - -L (2 - | г, | ) г»

2
2

где г = \z\.
3. Теорема 

оценка-.

I/' WК 7^ ггу в (2 - | с2 | )
»

7. Для функции f (z) £ S имеет место точная

\f{rz) \\dz I < >
' с2 1'1

где S2 (г) и о2 (г) строятся соответственно для функций f2 (2) = 
= К/(г2) « — у пРичем знак равенства имеет место
только для функции f(z) = z.

На основании теоремы 7 легко доказывается следующая теорема: 
Теорема 8. Для функции f(z)€ имеем

І $ I/WI
1*1  = 1

знак равенства возможен только для функции, ограниченной по- 
модулю единицей в | г | <7 1.

ОО
Следствие. Для функции/(г) = ^Л2Я € 5^ имеет место оценка 

п = 1

I I -С 1, и = 1, 2,... ; знак равенства возможен только для функ
ции f(z) = ^zn, I т] ! = 1.

Последнее утверждение долгое время являлось гипотезой. В на
правлении ее решения ранее Rogosinskj (3) доказал это утверждение 
только для и = 1 и п = 2 *.
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* Настоящая работа была доложена 31 декабря 1948 г. на семинаре (при Ленин
градском отделении математического института АН СССР) по теории функций комплексного переменного, руководимом Г. М. Голузиным. ' Р ФУ дни комп

^аМ стало известно после нашего доклада, некоторые результаты касающие
ся оценок в классе S, были получены И. Базилевичем (4). ’

223-


