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чисел,^чер™ r^63 г2’Д7п т различных Действительных
Р 11 2’ •••> гт соответствующие им целые неотрица

тельные числа, через М+1 -сумму ^+1) и через ф(х)-неко- 

&ИЮ с огРаниченным изменением в интервале — оо<х<' ео 
для которой интегралы Стильтьеса ’

со

1 = 1,2, М, 
— ОО

мулуЯвидаП0Д °бЩеЙ квадРатУРной формулой будем понимать фор-

г» ОО rk
\f^d^x) = 2 2^х/(Л’Ы,

(1)

коэффициенты которой не зависят от f {х}. Мы ставим себе задачей 
ределить эти коэффициенты таким образом, чтобы равенство Ш дит^ТаХГ степень которых ^неіфекасхо.

ди м. Как мы увидим в дальнейшем, эта задача имеет вполне огпе 
деленное решение, как и следовало ожидать, так как число6 Ж 

еизвестных коэффициентов равно числу коэффициентов пооиз 
вольного полинома степени М. Само собой разумеется что подобный 
соображения не могут заменить доказательства существования и един 
ственности решения поставленной задачи. Указанный ниже метод X 
нам возможность не только установить существованиеи единствен 
eno™ решения’ яо и определить эффективно коэффициенты^ Мы 
сведем вопрос об их определении к вопросу о разложении подходя щен рациональной функции «(г) на сумму ірос?ейшнх дробей Д 
ваФтак? “ Ре3уЛЬТаТ поящего сообщения можно сформуларо-

Обозначим через Р(х) полином степени М

Р^={х~а^+\х — а2ў+1... ^Х — ат)г^
и составим рациональную функцию

d^.
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Формула (1) тогда и только тогда справедлива для всех поли
номов, степень которых не превосходит М, когда коэффициенты 
Akx связаны с коэффициентами разложения

т rk
2

k=\ х=о

равенствами W Ak\ = Вky_.
Доказательство. Обозначим для краткости через Ф [/] правую 

часть формулы (1). При любом выборе не зависящих от f (х) постоян
ных А^ оператор Ф [/] имеет следующие свойства:

1) оператор Ф [/] является линейным функционалом, т. е.

Ф |/ + £] = Ф Lfl + Ф И. Ф [cf] = сФ Л

где f (х) и g (х) — любые функции, для которых оператор Ф[/] имеет 
смысл, и с — произвольная постоянная;

2) оператор Ф [/] равен нулю, если аг, а2, ..., ат являются нулями 
функции f (х), кратности которых больше соответствующих чисел 
Гъ г2, гт.

Имея в виду эти свойства оператора Ф [Л мы допустим сперва, 
что коэффициенты Ли можно подобрать так, чтобы формула (1) была 
верна для всех полиномов, степень которых не превосходит М. Под
ставим в (1) вместо полинома f (х) полином М-й степени

/w = P(z)-P(x) 
z-x »

причем z есть не зависящий от х параметр. На основании свойств 
1) и 2) получаем

^р^фГ^-ф^Л^р^ ІLz xj L* xj
t. e.

, v Л1 r ь

h=l X=O

или

1 ^P(z)—P (x)
P(z) J z — x

—co

m rk
2 2 ■

fe=l x=0
Левая часть последнего равенства есть как раз рациональная функ
ция, которую мы выше обозначили через P(z), а правая часть равен
ства является разложением этой рациональной функции на простей
шие дроби. Так как коэффициенты в этом разложении однозначно 
определены, то тем самым и доказано, что наша задача имеет только 
одно решение (если она вообще имеет решение). Коэффициенты Ли 
отличаются от коэффициентов разложения R(z) только некоторыми 
числовыми множителями.

С другой стороны, пусть

P(z) =
ОО

1 с

k=l Х=0 (г -
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разложение рациональной функции R(z) на простейшие дроби. Мы 
составим выражение

т rk &

4=1 х=0

и докажем, что формула
СО — г,
С т k В5 / W = 2 2 дг W

—СО х=0

верна для всех полиномов, степень которых не превосходит М. 
Действительно, имеем, как и раньше,

Р&-Р(х)

х=0

= р (z) R (z) =

т. е.

о,
—со

Если расположить полином ? по убывающим степеням z,
получим

ZSI^S^zm + 4Mzm-< + ..+4m{x} (To = 1)i

где <рд (%) — xk + ауХ*-14- ... +ak представляет собой полином от х 
степени k. Следовательно, тождество (3) можно переписать еще так:

м “ м
^M~h $ п (л) = 2 zM~k ф «
й=0 -оо й=0

Так как z произвольно, из этого следуют равенства
со
§ фй (*МФ = Ф h>H*)L ^ = 0, 1, 2, ..., м

—ОО

С другой стороны, всякий полином, степень которого не превосходит 
Л/, можно представить в виде линейной комбинации полиномов (дб 
откуда следует верность формулы (2) для всякого такого полинома.

2. Чтобы получить более удобную форму для остаточного члена
со
5/(л)^-Ф[/(л)]

— ОО

формулы (1), когда мы ее применяем к произвольной функции f (х), 
мы остановимся на самом важном случае, когда ф(х) определена сле
дующим образом:

W = х Для а X Ф (х) = а для х<^а; ф (х) = b для х Ь.
В этом случае формула (1) принимает вид

? м rk
^/(х)^х = 2 2Л®-^Л)^-
а й=1 Х=0
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Мы предположим еще, что аргументы ak принадлежат интервалу 
[а, ft] и расположены в возрастающем порядке:

д <71 < а2 <... ат Ь.

Пусть f (х) определена в интервале [a, ft] и имеет в этом интервале 
непрерывные производные до (7И + 1)-го порядка. Если положим

а

то g(M^(x) = (х), так что разность f (х)— g(x) является поли
номом от х, степень которого не превосходит М. На основании дока
занного предложения

ь
$/(л)^х-Ф[/] = 

а
Но

* Ь л *

° а а а '

т 'k ak In j\M—X

ф и = 2 5 $ ЧиЛ» (z) dt =
k—\ Х=0 a

т rk ЯЛ Я
“25 /'«ш

Л—1 а Х=0

откуда заключаем, что правая часть (4) может быть написана также 
в виде

а

где функция и (t) определяется в частичном интервале
as-\ ^t^as, s = 1, 2, ..., т (а0 = а) 

равенством 

ь
^g^dx — Ф[£]. (4)

ипритом п(7) = 0, если /<а или t^b.
Таким образом мы получаем квадратурную формулу

Г т Гк b ( Л1Ч-1 1) / w dx = 3 2 Ak^w \ { ^Тлі+ 1). - й w}
а *=1 Х=0 а '

(5)

которая верна для всякой функции f(x), имеющей непрерывные 
производные в интервале [а, Ь] до (М + 1)-го порядка. Напомним, что 
коэффициенты Akx определяются из разложения

ь
1 с Р{^ — Р (л) 

P{z) J Z — X
а

л! А

*==1 х=о

, Поступило 
17 VII 1949

236


