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МАТЕМАТИКА

Л. А. ГУСАРОВ

ОБ ОГРАНИЧЕННОСТИ РЕШЕНИЙ ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
ВТОРОГО ПОРЯДКА

(Представлено академиком И. Г. Петровским 13 VII 1949)

Целью этой заметки является доказательство следующей теоремы: 
Теорема. Если в уравнении

у" + р(х)у = 0 (1)

для всех х^-х0 Ь2 р (х) а2 > 0, где а2 и Ь2 — постоянные, р'(х) 
непрерывна и ограниченной вариации, то все решения (1) для х^х0 
ограничены.

Очевидно, что 11m р' (х) = 0; поэтому найдется такое х1^>х0, что 
X -> сю

ДЛЯ Х^Хг
— max | (х) | < у . (2)

Пусть Хх, х2,..., хя,... — нули какого-нибудь нетривиального ре­
шения у(х) уравнения (1), занумерованные в порядке возрастания, 
причем Хх^-Хх- Промежутки x;-Cx-^x/+i, определяемые двумя по­
следовательными нулями у (х), в которых р (х) не сохраняет постоян­
ного значения и которые содержат по крайней мере одну точку 
где р (х) достигает относительного минимума, назовем, для краткости, 
мечеными.

Когда таких промежутков конечное число, то найдется такое 
х2^Хх, что для х>х2 р(х) будет ограниченной вариации, а тогда,, 
как известно (Ц, у (х) будет ограниченным. Если меченых промежут­
ков бесконечно много, то занумеруем их в порядке следования на 
числовой прямой: [х", х”], п = 1, 2,...

Достаточно доказать, что производная в правых концах меченых 
промежутков ограничена, чтобы получить ее ограниченность во всех 
нулях у(х). Этот факт простыми выкладками получается из соотно­
шения (!)

1
а ІУ(-*7+1)1 ь ' ’

Из ограниченности у' (х) во всех нулях и того, что р (х) а2 > О, 
следует, что само решение у(х) ограничено. Для доказательства тео­
ремы понадобятся следующие леммы.

Лемма 1. П усть в уравнении

z" + ф(х)г = О, (4)
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яде ty(x) — kx + b, k и b — постоянные; ф(х) положительная для 
всех х, входящих в рассмотрение; z(x±— решение уравнения (4) такое, 
что г (Хх)—О, z'(Xx)=^=O, х2 — нуль^ z (х), непосредственно следую­
щий за нулем xv Пусть, далее, w (х) — решение уравнения

w" + О2 w = О, где 02 = —-— 'у ф (x^dx. 
J ' (5’

Тогда х2 —хг меньше или равно расстоянию между двумя сосед­
ними нулями решения w(x) уравнения (5).

Доказательство. Будем предполагать, что доказатель­
ство для аналогично. Очевидно, ^а w (х) можно взять решение 
(5), для которого да (х2) = 0, w’ (х2) = z' (х2). Полагаем для определен­
ности z' (х2)<^0. Доказательство для г'(х2)Д>0 аналогично. Допустим 
противное. Тогда, используя (4) и (5), простыми выкладками получаем:

w' (х) z (х) — г’ (х) ж» (х) [ф (х) — 62]zw dx.
Л,

(6)

Выражение слева равно z* (x1)w(x1)<0, так как w (Хх) < О, ибо 02<ф(х) 
для х2~^х^-^~—^. Нетрудно показать, что правая часть (6) неотри­
цательна. Противоречие доказывает лемму.

Если в уравнении (4) ф(х) = kx У- Ь^-а^^О для всех рассматри­
ваемых значений х и ^^-0, то для его решения z(x), для которого 
z(Xi) = 0, гДх^т^О и х2 нуль, непосредственно следующий за х1( 
с помощью леммы 1 несложными рассуждениями доказывается, что

I z W К 1 г 1 Sin с (х2 — х) при Хх<х<х2, (7)

где постоянная с (Ф(хх) + Ф и такова, что решение урав­
нения уп + с2у — 0 имеет расстояние между нулями, равное х2—xv

Из неравенства (7) и из равенства

[? (х2)]2 — [г' (Хх)]2 = Ф' (х) z (х) dx (8)'

■непосредственно находим:
V (Х2)]2 < [? (Хх)]2 {1 + I. (9)

Если же £<0, а все другие условия и обозначения остаются те­
ми же, что и для неравенства (7), то

|z(x)|>'-^-^-sinc(x2 — х), (10)

[г’ (хх)]2 - [? (х2)]2 > . (1 і }

Обозначим максимум /(х) на отрезке а <х b через М [f (х)-, а, Ь], 
а минимум /(х) через m[f(x)-, a,b], колебание /(х) через w[/(x); а, Ь]. 
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.Лемма 2.

[/(х^1)]2^' (х')]2ехр 1У W; х[, х^1] In [^] +

+4 s • <12>
Доказательство. Обозначим через х*. наибольший из нулей 

у (х) в промежутке х^х^х^1, меньший (или равный) всех значе­
ний х этого промежутка, при которых р(х) принимает наибольшие 
в промежутке значения, а через х‘.— наименьший из нулей у (х) в том 
же промежутке, больший (или равный) всех таких значений х.

Если два соседних нуля у (х) х')их(+1, х*<х'+1, попадают в отре­
зок х'<х<х£, то для нахождения зависимости между у' (х') и 
У УУ-і) рассматриваем для х у х), наряду с решением уравнения (1), 
решение и(х) уравнения

«"+ф(х)« = 0, где ф (х) =р(х1г) + т [У (х); х', х' + 1] (х— х'), (13) 
удовлетворяющее начальным условиям и (х() —у (хр, и' (х') —у' (х').

Если хУі — первый нуль и (х), следующий за х‘г, то

[У (у+1)]2 < [и' (х'+!)]2 + “ [р’ У+J- (14)

Действительно, написав равенство вида (8) для [У (х')]2 и [У (х'+1)]2 
для [У (х*)]2 и [«'(х^щ)]2, вычтем одно из другого и учитывая, что 
т\р' (х); х'г, х'+1]У0, получим (14). Применяя (9) к м(х), из (14):

|Х(4+.)Г<[-'ЗД{1+

X ( 1 + уу <0 [р' (х); X/, Х'+1](х'+1 — Х') V (15)
( Т \%Г' J

Можно показать, что ф(х,+і) — Ф(Хг)О(Хг+і)~p[^lr).
Учитывая, что ф (х') —р (х') у а2 >0, и' (х'г) = у' (х'), неравенство 

(2), а также, что для любых двух соседних нулей у (х) х,- и X/yt 
]х/+і — х/Кк/а и

1п(1+х)^х При|Х|<1, (16)

и обозначая = — М \р’ (х); х'2, х'+‘], легко получим:

{ ( 1 । )
1У(У+!)]2<[У(У)]2Г4у^ ехр(^соу(х);х', x^j). (17)

L P\xr) J

Если же два соседних нуля х\.ур и x^+^+i решения у (х) попадают 
в отрезок х^х^х'У1, то, наряду с решением уравнения (1), рас­
сматриваем для х^ур У х Хцуруі решение и (х) уравнения

v" + <р(х)г» = 0, (16)

где <р (х) = р(х].+/,+1) + т [р' (х); x\i+p, Xz/+p+i] (х — x;.+P+i), удовлет­

воряющее условиям V (x]/+p+i) = О, V' (х^уруд = у' (хУ^+О.
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Пользуясь равенством (8) для v(x) и у (х), неравенствами (10) и 
(11), путем, аналогичным тому, которым мы получили (17), находим

( ТС . . . |

х exp W [£'(■*); х^+р, •Ч+р-ні) • (19)
В каждом из отрезков х‘ < х <х‘+1, где г = kt, kt + 1,..., It— 1, 

и в отрезке х(+’<; хх'+’ есть по крайней мере одна точка, где 
р' (х) = 0; поэтому, используя (3), (2) и (16), получим:

[У «ц)]2 ехР (5 “ х‘> ^+11} ’ г =^, + 1, ... , Zz - 1

[У (У+ ])]2 < [У И+1 )]2 exp й “ [У (х); -4й ’

Из (17), (19), (20) и условий теоремы элементарными выкладками 
получаем (12). Пользуясь (12), находим:

[У ' (У)]2 ехр 4 л2+1])1п(5)+
. л-1 / гі+Л-+'

+ 72( 2 лг+)] (21)

где pi — число нулей в последовательности Xti+l,Xil+2, х{+1.
СО Г- t,-+p+t

Рядьі 2 2 ° 4J 
z=i L г=2

и У « [р' (х); х‘, x'+I] сходятся..

ибо р' (х) ограниченной вариации. При

Отсюда последовательность \у' (х’)]2, 

любом 11 . ■< —,b(*|)J ^L<|
\у’ (4Ь • • • > ІУ (^)]2- • • • огра­

ничена, и теорема доказана.
Из ограниченности У£х) в нулях v(x), очевидно, следует, что 

у' (х) ограничена для х>х0. Используя теорему, доказанную Белма- 
ном (2), получаем более общую теорему.

Если для коэффициента ^(х) уравнения У + ?(х)у = 0, ко­
торый удовлетворяет условиям существования решения для х^х0, 
найдется функция р (х) такая, что Ь2 ^р (х) > а2 > 0, р' (х) непрерывна

ОО

и ограниченной вариации для х>х1>х0 и \ \р (х) — q (х) | dx<oo,
Xi 

то все решения уравнения y"-[-q(x)y — 0 ограничены.
Критерий ограниченности, доказанный В. М. Шепелевым (х),— 

а также критерий Фукухара и Нагумо (3) являются также частными 
случаями последней теоремы.
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