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Для суммы дробных долей линейной функции при иррациональ
ном а имеет место оценка

2{ал}-4=0(Д). (1)
X —1

В работах А. Я- Хинчина С1) и Островского (2) показано, что для 
всех иррациональных а оценка (1) не может быть улучшена, однако, 
если откинуть величины а, принадлежащие некоторому множеству 
нулевой меры, то для каждого s>0 будет

2 — 4" = 0 ([п1+'р)- (2)
Х=1

С другой стороны, дальнейшее значительное улучшение оценки 
{2) невозможно, так как почти для всех а

2 {ах’-^^0^^' (3)
Х=1 

р

Рассмотрим аналогичные вопросы для суммы 2 W}’ гДе Я — Де'
Х=1

лое (^>2).
В случае дробных долей {ах} иррациональные числа a € (0, 1) 

совпадают с множеством тех чисел интервала (0, 1), для которых 
дробные доли функции ах равномерно распределены. Естественно 
и в случае дробных долей {a.qx} рассматривать множество А тех чисел 
a € (0, 1), для которых функция a.qx равномерно распределена. (Как 
показал Вейль (3), мера множества А равна 1.)

Очевидно, что для всякого а€Д справедлива оценка, аналогич
ная (1):

2 m—4 = (4)

Первая теорема настоящей работы показывает, что, как и в случае 
(1), для всех а€Д оценка (4) не может быть улучшена.

Теорема 1. Какова бы ни была положительная функция 
для которой lime(P) = 0, найдется а€Д такое, что

Р-^-со

2 m-4 = Q^-e^-
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Доказательство этой теоремы опирается на вейлевский критерий 
равномерного распределения.

Во второй теореме рассматривается вопрос о величинах а€Д, для 
р

которых сумма дробных долей у {а^} наиболее близка к своему 
,г=1

среднему значению Р/2.
Теорема 2. Для всякой, функции ^(Р}, как угодно медленно 

стремящейся к бесконечности при неограниченном возрастании Р, 
найдется а€Д такое, что

р
^{щЧ—'^о^РУ). (5)

Х=1

В случае линейной функции существуют иррациональные а такие, 
что

р

У^х}-~О(1пР). (6)
,г=1

Как показал Островский, оценка (6) не может быть улучшена ни 
для какого а. Из сравнения этого результата с оценкой (5) следует^ 
что существуют величины а, для которых функция aqx равномерна 
распределена (а€Д) и сумма дробных долей несравненно меньше 
отклоняется от своего среднего значения, чем сумма дробных долей 
линейной функции.

Оценка (5) не может быть улучшена: для всякого а€Д

2 W4—-f- = а(0- 

Х=1

Доказательство теоремы 2 основывается на применении систем 
Pn(q), введенных в моей работе „О некоторых вопросах равномерного 
распределения" при построении примеров величин а, принадлежащих 
множеству А. Один из параграфов этой работы посвящен обобщению 
систем рп (q) и содержит изложение метода, позволяющего построить 
каждую такую систему. (Существование систем рл (q) было доказано 
также Гудом (4).)

Далее рассматривается вопрос об отклонении суммы дробных долей 
р
2 {а9л} °т среднего значения Р/2 для всех а, за исключением неко- 

.г=1
торого множества нулевой меры.

В теореме 3 доказывается, что это отклонение близко к величине 
R = УР In In Р и, таким образом, значительно больше, чем для дроб- 

р р 
ных долей линейной функции, где величина разности 21аЛз— -у,

Х=1
согласно (2) и (3), характеризуется функцией Rx = In Р.

Оценки теоремы 3 легко получаются из одной метрической теоремы 
А. Я. Хинчина (4).
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