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МАТЕМАТИКА

В. БОЛТЯНСКИЙ

О РАЗМЕРНОЙ ПОЛНОЦЕННОСТИ КОМПАКТОВ

(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 VI 1949)

В этой заметке дается условие размерной- полноценности компак
тов. Этот вопрос был поставлен создателем гомологической теории 
размерности П. С. Александровым ((*), проблема XII).

Компакт X называется размерно-полноценным (тополо
гически), если для любого компакта Y

dim (X х Y) = dim X + dim Y. ‘ (1)

Все полиэдры и все одномерные компакты размерно-полноценны.
Первые размерно-неполноценные компакты Ет построены Л. С. Пон

трягиным (2). Компакт Р моей заметки (5.) также размерно-неполно
ценен. Чтобы отметить, какое простое число р было фиксировано 
при построении компакта Р, обозначим теперь этот компакт через 
Рр. Таким образом мы получим счетное множество компактов 
Р„ Р3> Р5> Рг,

Теорема 1. Для размерной, полноценности компакта Хп не
обходимо и достаточно, чтобы (1) было верно для Y = Рр при лю
бом простом р.

Пусть Zn — zl . . ., Zh \ . . .) — степенной цикл в Хп относитель
но Ф с основанием р\ znk — цикл mod У**. Если аА-*оо при то

п п *пскажем, что Z — цикл mod ры. Пусть в X существует цикл Z = 
= (г”, z”, . . .,z", . . .) относительно Ф такой, что Zk—цикл по тому 
же модулю р \ что и znk-, что все коэффициенты циклов Zk кратны р 
и что Z" —Z” mod Ф в А"—в этом случае скажем, что цикл Zn mod ра 
можно гомологически разделить на р.

Пусть бітАл = /і. Скажем, что Хп размерно-полноценен 
modp, если существует (относительный) цикл Znmodp“ в Хп, кото
рый нельзя гомологически разделить на р. Скажем, что ^алгебраи
чески размерно-полноценен, если он размерно-полноценен 
по всякому простому модулю.

Теорема 2. Для того чтобы компакт был размерно-полноце
нен топологически, необходимо и достаточно, чтобы он был раз
мерно-полноценен алгебраически.

Теорема 3. Для того чтобы компакт Хп был размерно
полноценен {топологически), необходимо и достаточно, чтобы для 
любого простого р было dim^Хп = dim Хп, где dimQp есть ^-раз
мерность по группе Qp {определенной как приведенная по модулю 1 
аддитивная группа всех рациональных чисел вида m/pk).
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Доказательство основывается на следующих леммах.
А. Для любого е>0 существуют такие N и 8Ъ что всякий цикл 

mod/Л расположенный в U (Рр, 8J, будучи умножен на pN, становит
ся ~ О modpa в U (Рр, s); цепь, осуществляющую гомологию, можно 
взять так, что все ее коэффициенты кратны pN; всякий же цикл 
mod М, где (М, р) = 1, расположенный в U (Рр, 8J, гомологичен ну
лю в U (Рр, е).

Б. Если Хп размерно-неполноценен mod р, то для любых N и 
е^>0 существуют такие и 32, чт0 всякий цикл mod/?", 
расположенный в U (Хп. 32), гомологичен в U (Хп, г) циклу modpa, 
все коэффициенты которого кратны pN.

В. Пусть р и q— два взаимно простых числа и гл —цикл (отно
сительный) modpq, лежащий в области U, так что его можно рас
сматривать как цикл modp и mod^. Тогда, если zn — 0 modp иг — О 
mod q в U, то также zn ~ 0 mod pq в U. Отсюда следует, что если 
в компакте А'” существует «-мерный степенной относительный цикл 
по основанию т = pq, не гомологичный нулю в X", где (р, q) = 1, 
то в Хп существует цикл с теми же свойствами по одному из осно
ваний р, q. Аналогично, если т есть произведение нескольких по
парно взаимно простых чисел. Отсюда, наконец, следует, что во вся
ком n-мерном компакте существует, п-мерный степенной относи
тельный цикл по простому основанию (усиление теоремы П. С. Але
ксандрова (Д, п. 50).

Доказательство предложений А, Б, В несложно.
Г. Пусть Хп — размерно-неполноценен mod р, р — простое. Тогда 

dim (Хп х Рр) < п + 2.
Доказательство. Пусть г>0 произвольно. Выберем А и 

как в А, ^1 и 82 как в Б, и пусть 8 = min (8Х, 32). Компакты Хп, Рр 
переведем 8-сдвигом в полиэдры Кп, К2, которые достаточно мелко 
триангулируем. Тогда каждый достаточно мелкий цикл zn+- с вер
шинами в Хп х Рр переводится 28-сдвигом в собственный цикл три
ангуляции S(Knx №), являющейся барицентрическим подразделением 
комплекса многогранников К" х К2. Каждый же цикл з"+2 mod М три
ангуляции S (Кп х №) как цикл старшей размерности есть линейная 
комбинация циклов вида S(inXi2), где зл, з2 —циклы mod М триан
гуляций Кп, К2, aS — символ барицентрического подразделения. Если 
теперь М=р*, то, согласно Б, з"—/^"(modp01) в U (Хп, г).
Поэтому в U (Хп, г) X U (Рр, 8) з” X Ь2 ^pN^n X 32 = X pNf (modpa). 
Если, согласно А, Дт]3 = pN^ (mod ря) в U(PP, г), то Д(5пХт)3)= 
= Д£я х х Дт[3. Первое слагаемое =0 (mod р*), ибо все коэф
фициенты цепи кратны pN, а = Д/г^^СДи^/?*), так как 
pN^n есть цикл modpa. Итак, зл х з2 — X pN'2 ~ 0 (mod/?*), а потому 
всякий достаточно мелкий цикл modpa, компакта Хп х Рр
гомологичен нулю в U (Хп, г) х U (Рр, г). Отсюда следует, что вся
кий абсолютный цикл mod ра в Хп х Рр гомологичен нулю. Всякий 
же цикл Zn+2 modpk гомологичен нулю, ибо dpb(Pp) = 1. Итак, в Хп х 
х Рр нет не гомологичных нулю (п + 2)-мерных степенных абсолют- 
ны-х циклов по основанию р. Если же М = qk, где q — простое число, 
отличное от р, то, согласно А, з2-—0(mod<?ft) в U (Рр, е), и поэтому 
Зл х з2~0 (mod#*) в U (Хп, е) х U (Рр, е). Отсюда следует, что вся
кий абсолютный степенной цикл Z"+2 по простому основанию в Хп х 
х Рр гомологичен нулю. Случай относительных циклов сводится к 
случаю абсолютных циклов так же, как в заметке (5), Д. Таким обра
зом, согласно В, dim (Хп х п + 2.

Д. Пусть zn — произвольный цикл modpa с вершинами в компакте 
X". Обозначим через у (zn) нижнюю грань таких чисел у, что в 
U (Хп, у) цикл zn гомологичен циклу modрх, все коэффициенты кото
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рого кратны р. Цикл Zn = (z?, z", . .., z%, . . . ) mod p'‘ можно гомо
логически разделить на р тогда и только тогда, когда limy (z”) = 0.

>со

Отсюда следует, что если Z" нельзя гомологически разделить на р, 
то можно выбрать такую подпоследовательность Zn цикла Zn, что 
никакую подпоследовательность цикла Zn нельзя гомологически раз
делить на р.

Е. Если Хп — и-мерный компакт и е >0 — произвольно, то суще
ствует такое 8, что каждая (л + 1)-мерная 8-цепь компакта Хп мо
жет быть подвергнута такому е-сдвигу, в результате которого она 
вырождается.

Для доказательства г-сдвигом переведем компакт Хп в п-мерный 
полиэдр' Кп, который мелко подразделим. Тогда всякая достаточно 
мелкая цепь компакта Хп может быть переведена s-сдвигом в соб
ственную цепь триангуляции Кп, следовательно, всякая (п + 1)-мер- 
ная цепь в результате этого сдвига выродится.

Ж. Пусть Хп расположен в /?2"+!. Если Z" — абсолютный цикл 
mod ры компакта Хп, никакую подпоследовательность которого нельзя 
гомологически разделить на р, то существует такое 8>0 и, начи
ная с некоторого такие циклы 3£mod//*, расположенные вне 
ЩХП, 8), что t)(z", 3") = 1 (mod /*).

Для доказательства выберем, согласно Д, такое г, что, начиная 
с некоторого £ = ^0, цикл не гомологичен в U (Хп, г) циклу mod/?’*, 
все коэффициенты которого кратны р. Для этого г выберем 8 как в Е. 
Пусть, начиная с некоторого £ = циклы z^ лежат в U=U (Хп, 8)
и пусть вне U нет для znk, такого цикла з^, что t)(z£, з") =
= 1 (modpa*). Тогда для любого цикла 3"mod//* вне U ^(znk, з”) кра
тен р, т. е. і)(р“*-1г", зп) = 0 (mod//*), и потому //*~'z" ~0mod//* в U. 
Пусть /Yxn+X =pXk~'znk(mo<ipXk\ Тогда, согласно Е,
s-сдвигом <т эта цепь хп~' переходит в вырождающуюся цепь. Пусть 
при этом сдвиге p*k~' znk переходит в цепь pXk^ z1̂ тогда 
<т(Дх"+1)= Д(аХА+1), т. е. //*~' z^O (mod/?’*), и поэтому все коэф
фициенты цепи z" кратны р и z*'—-z*(mod/?’*) в U (Xя, е), что про
тиворечит выбору числа s.

3. Если Хп алгебраически размерно-полноценен, то он и тополо
гически размерно-полноценен.

Доказательство. Пусть Хп алгебраически размерно-полноце
нен, a Ym — произвольный компакт. По В, найдется такое простое 
число р, что в Ym есть не гомологичный нулю степенной цикл Zm 
с основанием р. Если этот цикл относительный (относительно Ф), то 
превратим его в абсолютный, стянув Ф в точку. Пусть Zm = (z™, z™,... 
. . -iZ^, . . .) (z™—цикл mod//*) и s таково, что в —U(Ym, s) 
существуют такие циклы з™, что I) (г^, 0 (mod рч). В Хп
существует цикл Z" = (z", z^,..., z^, . . .) (г" — цикл mod//*), никакую 
подпоследовательность которого нельзя гомологически разделить на р 
(согласно Д) и который мы также будем считать абсолютным. Выбе
рем, по Ж, такое s и в ^"Е1 — U(Хп, 8) такие циклы з^, что Ц (г£, зД = 
=1 (mod //*). Переходя к подпоследовательности, можно считать, что 
Рй^а*; рассматривая циклы z^, з^ по модулю //*, имеем: I) (г", 3*)=^ 
(mod р**). Пусть Ду^Е1 = з™ (mod//*), Д^+’ = 3* (modрХк) в R-m+l
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Тогда х Су*+1 X у^1, = x (v”+], ?")•/ (ТГ+І> = М zk) х
XV z«) = kv1^0(mod/A), т. е. V (Д (^+1 X К+1), z“ х z")0 
(mod//*). Но Д (ynk^ х X >й+1 + s->"+1 X ^(modpa*) лежит
вне окрестности U (Хп, Z)x.U(Ym, s) компакта Хп х Ym. Итак, г” хг^О 
(mod р^ в U (Хп, 8) х U (Ym, е), т. е. в Хп х Ym есть степенной не го
мологичный нулю цикл Zm+n = (z" х z™, . . znk х z™,...), и потому 
dim (Хп х Ym) — т + п. Таким образом, Хп есть топологически 
размернополноценный компакт.

И. Теорема 2 сразу следует из Г и 3. Теорема 1 следует из 
теоремы 2 и Г. Для доказательства теоремы 3 заметим, что V'Pa3" 
мерности компакта Рд по полям коэффициентов Р, Ср, Rp, Qp(3) 
таковы: dim/? Pq = 1, й\тСрРд = 1, dim^Pq = 1, dim^P^ 1 гириp q 
и dim/?9 Pq= 2 {p, q простые). Отсюда непосредственной подстановкой 
в формулы теоремы, содержащейся в (4), следует: dim (Хп х PqX 
<dimX" + 2 тогда и только тогда, когда dim^ А/л< dim Хп. Отсю
да сразу следует теорема 3.

Поступило 
2 VI 1949
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