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ЗАМКНУТЫХ ОПЕРАТОРОВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 1 VI1949)

С точки зрения обобщенных обратных, замкнутые операторы 
замечательны тем, что они обладают довольно сильными свойствами
и все же доставляют достаточно много патологических феноменов. 
Здесь, в продолжение нашей предыдущей заметки (х) (к которой мы 
отсылаем читателя по поводу основных понятий и обозначений), мы 

   елаем попытку общего изучения таких операторов в связи с их 
    бращением. Найденные результаты кажутся нам либо новыми, либо 

более точными, а классификация операторов, характеризующая их 
как с геометрической, так и с арифметической точки зрения, дает 

   много замечательных преимуществ по сравнению с обычной теорией.
И это так даже в том частном случае, когда рассматриваемые основ
ные пространства гильбертовы или муровские.

Следующее предварительное замечание свяжет наше изложение
с литературными данными и покажет, таким образом, значение замк
нутых операторов не только для обобщенных обратных (о. о.). Пусть 

— Две произвольные положительные (не обязательно дефинит
ные) эрмитовы матрицы с общими двойными множествами индексов 
О1- соответственно. Пусть К12 — матрицы над с ^-моду
лярными строками и со столбцами, которых сопряженные Д^моду- 
лярны. Обозначим через множество всех ^-модулярных векторов Ф1 
таких, что ^-модулярны. Тогда

представляет собой замкнутый оператор Л2 с плотной областью 
определения

Некоторые дополнительные обозначения требуют объяснения. При
веденная область определения (А) оператора А есть ортогональное 
дополнение (в ® (А)) его нулевого многообразия. Для положительного 
эрмитова оператора Q неотрицательное число Mq (/) обозначает ниж- 

мРань чисел ™гда А изменяется в ® (Q) при условии 
(AQ, Л) = 1, а (также неотрицательное число) Mr (Q) — нижняя граница 
оператора Q в его редуцированной области определения.

Мы начинаем с некоторых результатов, которые по своей силе и 
общности могут считаться одной из существенных частей данного 
исследования.

Теорема 1. Замкнутый оператор А имеет единственный замк
нутый о. о. R и операторы А*, R* взаимно о. о. Далее
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ВТ'А^Вд' на S (/<), W = В! А на ® (Л),
W = AB^ на ® (R')> R = m^A* на Qi2^A,A’ ■

W7 иprtiviiHCCKiiii множитель оператора А, а В^ 
г̂ кРзкР.а^ операторам А, Д'
J von Neumann’а). Кроме того, имеют место пространственнь е 
соотношения

(R) = ^(Ві'), Ж (R) = 'Л (R") W =’Sir (R),
91 (Л) - 9! (В,) « 91 (S') = 91 (ВІ ') = 91 (IF) = OS (Л) - ОЖ И’).

Ж (А) = 91 (W) = 091 (.4)

и взаимно-однозначные соответствия.
ж(Л)-®дл*), ^{А)^^{А*},

о^шествляемые операторами A,BxuW соответственно-, первые два 
из этих соответствий замкнуты, а последнее непрерывно.

При этом соответствие между двумя подпространствами £ и £ 
называется замкнутым, если из соотношении

J п~ J п’ J п J ’ J п J

Л — Г3 Замкнутость оператора R заслуживает особого и —"Ео может бМ "установлено, повитому.

"° ТсоремТ ^Предположим, что А замкнут и что Ф» сходит
ся к ^относительно т. е.
a) ^nR сходится слабо тогда и только тогда, когда ^nR\\ огра 
ничено- b) ^nR сходится сильно тогда и только тогда, когда

lira lim ^mR, Ф^) = Hm II фЖ 
4 n-^co

« в. ‘ особенное™

ЩаТеоТео Для того чтобызамкнутый оператор А имел 
ограниченный о.' оД необходимо и достаточно, чтобы удовлетво
рялось одно из следующих эквивалентных условии.

оператор Р1 ^-модулярен, где Q =А А, 
оператор Q11 модулярен относительно (Q ), 

МА12 = Ф2 нормально разрешимо, 
имеет виртуальное решение для всякого

вектора f из т ', 
пространство ®М замкнуто,

I (AM, A2) | S G- II KA II • II KA* lb A1 6 ® (Qu), A2 6 $ (Q22),

Оператор Q11 мы называем м о д у л я р н ы м относ и тщль /qh^ 
если существует константа О такая, что (А , A Q )5=.G (А , М 
для всякого вектора А1 из ® ((Q ) )•
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Чтобы произвести систематический анализ обратимости ограничен
ных матриц, Toeplitz и Julia расклассифицировали их на семь различ
ных категорий. Следует, однако, отметить, что наша новая класси
фикация, хотя и служит той же цели, основана на совершенно другом 
принципе; она приводит нас к исчерпывающему изучению всех 16 
возможных классов. В действительности мы имеем 4 основных класса, 
каждый из которых состоит из 4 подклассов. Последний класс и 
другие тесно связанные с ним вопросы мы имеем в виду исследовать 
в другом месте.

Из современной теории операторов мы заимствуем термины: 
спектр, точечный спектр (тч. сп.), непрерывный спектр (непр. сп.), 
резидуальный спектр (рез. сп.) и резольвентное множество, первона
чально определенные при помощи соответствующих локальных свойств 
обратимости исходного оператора. Это именно тот смысл, в котором 
мы их применяем ниже.

А. ф1 замкнуто, замкнуто. Тогда А ограничен, R ограничен.

Mr(Qu)>0, (Q22) >0; М?-(Z1) >0, М^(/2)>0.

1) ЖМ = Ж2, Ж2Д* =ЖЧ

M(Qn)>0, Al(Q22)>0; AR= Р, RA = P.

X = 0 есть точка резольвентного множества оператора А и резоль
вентного множества оператора А*.

2) ЖМ = Ж2, Ж^’^Г:

/H(Q11) = O, 44(Q22)>0; AR = P\ RA^P.

X=0 принадлежит тч. сп. оператора А и рез. сп. оператора А*.

3) ЖМ=£Ж2, Ж2А‘ — Ж1:

A4(Q14>0, Af(Q22) = 0; AR + P, RA = P2.

X = 0 принадлежит рез. сп. оператора А и тч. сп. оператора А .

4) ЖМ^Ж2, ЖМ’^Ж1:

M(Q11) = 0, M(Q22) = 0; AR = P', RA — P2.

X = 0 принадлежит тч. сп. оператора А и тч. сп. оператора А .
В. ф1 замкнуто, незамкнуто.
Тогда А ограничен, R неограничен.

AlQu(/1)>0, 44q==U2)>0; A4r(Qu) = 0, Mr(Q22) = 0.

1) Ж1/! плотно в Ж2, Ж2А* плотно в Ж1:

M((Q11)-1)>o, M((Q22ri)>0;

AR = Р на Ж1, RA = Р на ® (Я).

Х = 0 принадлежит непр. сп. оператора А и непр. сп. оператора А . 
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2) ЗИМ плотно в ЭИ2, ЭИ2Л* неплотно в ЭИ1: 
^((Q11)"1) =0, ^((Q22)"1) >0;

AR Р1 на ЭИ1, RA = Р на ® (R).

Х = 0 принадлежит тч. сп. оператора А и рез. сп. оператора А .
3) ЗИМ неплотно в ЗИ2, ЗИМ* плотно в ЭИ1: 

^((Q11)-1) >0, М ((Q22)"1) = 0;

AR = Р на ЭИ1, RA = Р2 на ® (Р).

_ 0’принадлежит рез. сп. оператора А и тч. сп. оператора А .
4) ЗИМ неплотно в ЗИ2, ЗИМ* неплотно в ЗИ1:

М ((Qi1)"1) = 0, 7H((Q2T1) = 0;

AR = Р1 на ЭИ1, RA = Р2 на ® (Р).

Х = 0 принадлежит тч. сп. оператора А и тч. сп. оператора А
С. ф1 незамкнуто, ®М замкнуто.
Тогда А неограничен, R ограничен.

mqu(P) = o, w>a2) = o;
1) ®M плотно в ЭИ2, 91 (Л*) плотно в ЗИ1: 

M(Qn)>0, M(Q22)>0;

AR = Р на ® (Л), RA = Р на ЗИ2.

Х = 0 принадлежит резольвентному множеству оператора Ли резоль
вентному множеству оператора А*.

2) ®М плотно в ЭИ2, 91 (Л*) неплотно в ЗИ1: 

^(Q11) = 0, 7W(Q22)>0;

ar = Р1 на ® (Л), RA = Р на ЗИ2.

Х=0 принадлежит тч. сп. оператора А и рез. сп. оператора А .
3) ®М неплотно в ЭИ2, 91 (Л*) плотно в ЭИ1:

7W(Q11)>0, 7W(Q22) = 0;

AR=P на ®(Л), РЛ = Р2 на ЗИ2.

X = 0 принадлежит рез. сп. оператора А и тч. сп. оператора Л
4) ®М неплотно в ЭИ2, 94(Л‘) неплотно в ЭИ :

М (Q11) = 0, М (Q22) = 0;

ЛР = Р1 на ® (Л), RA = Р2 на ЗИ2.

X = 0 принадлежит тч. сп. оператора А и тч. сп. оператора А . 
Поступило
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