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ОБ ОТНОСИТЕЛЬНОМ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИИ 
ФУНКЦИЙ МНОЖЕСТВ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 31 V 1949)

В этом сообщении показано, что теория дифференцирования функ
ций прямоугольника и функций множества (см. (^, стр. 59 и 8) по 
отношению к лебеговой мере распространяется на случай дифферен
цирования этих функций по отношению к произвольной вполне ад
дитивной функции множества. Результаты изложены для евклидовой 
плоскости, хотя не представляет труда перенести их на любое га-мер- 
ное пространство.

1°. Пусть Е—произвольное множество, лежащее на плоскости. 
Пусть, далее, К—круг, целиком принадлежащий множеству Е. Будем 
говорить, что круг К виден по множеству Е под углом 0 из 
точки (х, у) этого множества, не принадлежащей кругу К, если угол 
между касательными к кругу К, проведенными из точки (х, у), равен 
6 и если треугольник, ограниченный этими касательными и прямо
линейным отрезком, соединяющим точки касания, целиком принад
лежит множеству Е.

Пусть 0 — положительное число. Точку (х0,.у0) будем называть 
0-точкой множества Е, если существует круг К с центром в точке 
(x0,j0), который целиком принадлежит множеству Е и который виден 
по множеству Е под углом не меньше, чем 0, из каждой точки этого 
множества, не принадлежащей кругу К.

Последовательность множеств Д, Е2,..., Еп,... называется регу
лярной в точке (х0, То), если существует положительное число 6 такое, 
что для каждого индекса п точка (х0, То) является 6-точкой множества 
Еп. Эта последовательность называется, кроме того, сходящейся к 
точке (х0, То), если диаметр множества Еп стремится к нулю с воз
растанием индекса п.

Будем говорить, что множество М покрыто в смысле Витали се
мейством множеств 6, если для каждой точки (х, т) множества М 
можно выбрать в семействе ® последовательность множеств Е1Г 
Е2,... Еп,..., регулярную в точке (х, т) 11 сходящуюся к ней.

Пусть Ф(X) — произвольная неотрицательная вполне аддитивная 
функция множества, определенная на аддитивном классе множеств, 
включающем в себя класс борелевых множеств *.  Пусть Y-—совершенно 
произвольное множество. Обозначим через Ф*  (Б) нижнюю грань множе
ства чисел Ф (В) для всех борелевых множеств Вэ¥.

* В этом сообщении будем рассматривать только такие вполне аддитивные 
функции множества, которые определены на аддитивном классе множеств, включаю
щем в себя класс борелевых множеств.
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Теорема 1. Пусть Ф (X) — произвольная неотрицательная 
вполне аддитивная функция множества. Тогда, если множество М 
покрыто в смысле Витали семейством замкнутых множеств, то 
в этом семействе содержится конечная или счетная последова
тельность множеств Zx, Z2, ■ • ■, Zn,..., попарно без общих точек 
и таких, что

Ф* (/И— ^MZn ] =0. 
\ п = 1 /

Эта теорема легко следует из леммы, доказываемой на основании 
элементарно-геометрических свойств множеств, обладающих 6-точками.

Лемма. Пусть 0 — положительное число, не превышающее 
единицы. Пусть, далее, Elt Е2,..., Еп,... —последовательность 
множеств, удовлетворяющих условиям'. 1) каждое множество 
последовательности обладает ^-точками; 2) в каждом множестве 
последовательности существует Ь-точка этого ~ множества, не 
принадлежащая сумме предыдущих множеств этой последователь
ности', 3) диаметр каждого множества последовательности меньше 
удвоенного диаметра каждого предыдущего множества этой по
следовательности.

Тогда эта последовательность множеств распадается на р 
подпоследовательностей, в каждой из которых множества по
парно без общих точек. При этом р — целое положительное число 
порядка с/^, где с — константа.

2°. Пусть Т(Х) и Ф(Х) — две произвольные функции множества. 
Будем называть верхней относительной производной функции 7 (X) 
по функции Ф(Х) в точке (х, у) верхнюю грань множества чисел I, 
для каждого из которых существует регулярная в точке (х,у) и схо
дящаяся к ней последовательность замкнутых множеств Zlt Z2, ■ ■, 
Zn,... таких, что

Iim WT = L 
n-> co

Эту производную будем обозначать через Тъ(х,у).
Симметрично определяется нижняя относительная производная 

Тф(х,у) функции Т(Х) по функции Ф(Л) в точке (х,у).
В том случае, когда вточке (х,у) обе производные ТФ (х, у) и ТФ (х,у) 

равны, их значение называется относительной производной функции 
Т (X) по функции Ф (X) вточке (ЛМ') и обозначается через ТФ {х,у\

Пусть теперь Ф (PC) — произвольная вполне аддитивная функция 
множества. Как известно, Ф(Х) есть разность двух неотрицательных 
вполне аддитивных функций множества Фх (X) и Ф2 (JV), определенных 
на том же аддитивном классе множеств, что и Ф (X). Положим для 
произвольного множества У Ф* (У) =Ф* (У)— Фг (К).

Теорема 2. Пусть Т(Х) и Ф (X)— две произвольные вполне ад
дитивные функции множества.

Тогда'. 1) всюду, за исключением множества N такого, что 
Ф^М) — 0, существует конечная относительная производная Тф{х,у)', 
2) всюду, за исключением множества такого, что Т*(Л1) = 
= Ф*(^1) = 0, существуют конечные или бесконечные относительные 
производные Тф(х,у) и Фт(х,у).

Пусть Ф(М)— произвольная вполне аддитивная функция множества 
Множество У называется (В, Ф)-измеримым, если существует борелево 
множество В такое, что

Ф’ (y_,g) = ф^В-У) = 0
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Пусть Е—произвольное множество. Точку (х, у) будем называть 
точкой внешней плотности множества Е по отношению к Ф (X), если, 
какова бы ни была регулярная в точке (х,у) и сходящаяся к ней 
последовательность замкнутых множеств Zlt Z2,..., Zn,..., выполняет
ся равенство

ф(^„)

Точку (х,у) будем называть точкой разрежения множества Е по 
отношению к Ф (X), если при тех же условиях выполняется соотно
шение

ф* (EZn)

Теорема 3. Пусть Ф (X)—произвольная вполне аддитивная функ
ция множества. Тогда каждая точка произвольного множества Е, за 
исключением множества N такого, что Ф* (X) = 0, является точ
кой внешней плотности этого множества относительно Ф (X), 
а если множество Е (В, Ф)-измеримо, то, кроме того, каждая 
точка его дополнения, за исключением множества Ny такого, что 
Ф* = 0, есть точка разрежения множества Е относительно 
Ф (X).

3°. Определение регулярности последовательности множеств в точ
ке (х,у) для последовательности прямоугольников принимает вид:

Последовательность прямоугольников Rx, R2,... Rn,... регулярна 
в точке (х, у), если она принадлежит каждому прямоугольнику этой 
последовательности и если существует положительное число 8- такое, 
что для каждого п

f[.(x,y),Rn]
RUx,y),Rn]^ ’

где г [(%, у), /?„] и/?[(л,у),/?л]—соответственно, расстояния точки (х,у) 
до ближайшей и до наиболее удаленной стороны прямоугольника Rn.

С помощью этого понятия регулярной последовательности прямо
угольников в точке обычным способом определяются верхняя Р®(х,у), 
нижняя Рф(х, у) и просто производная РФ(х, у) в точке (х, у) про
извольной функции прямоугольника Е (R) по отношению к Ф (X).

Пусть Р (R) — аддитивная функция прямоугольника с ограниченной 
вариацией. Обозначим через Е* (X) функцию множества, полученную 
обычным распространением функции прямоугольника Е (R) на произ
вольные множества (см. (х), стр. 69 и 70).

Теорема 4. Пусть Е (R) — аддитивная функция прямоуголь
ника с ограниченной вариацией. Тогда всюду, за исключением мно
жества N такого, что Ф* (N) = 0, существует конечная относи
тельная производная Р®(х,у} и всюду вне этого множества 
выполняется равенство

/7ф(^>^) = /7ф(^Т).

Функция f (х, у) называется (В, Ф)-измеримой на множестве Е, если 
множество Е (В, Ф)-измеримо и если для каждого действительного 
числа с множество Е {f {х,у)>с} также (В, Ф)-измеримо.

X, у
Теорема 5. Относительная производная Т®(х,у) любой вполне 

аддитивной функции множества Т(Х), а также относительная 
производная Рф(х,у) любой аддитивной функции прямоугольника 
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F (R) с ограниченной вариацией являются {В, ^-измеримыми функ- 

циями^^^^ 6. Пусть Т (X) и Ф (X) — неотрицательные вполне 
аддитивные функции множества. Тогда для любого (В, ^-измери
мого множества X выполняется равенство

Т(Х) = ^тф {X, у)(1Ф+Т (Е^Х), 
X

где Ех = Е {ТФ(х,у) = ос}.
4°. Пусть теперь Ф(Х) неотрицательная вполне аддитивная 

функция множества.
Последовательность замкнутых множеств Xlt Х2, ..., Лп,... назы

вается (Ф)-регулйрной в точке (х,у) и сходящейся к ней, если 
существует положительное число 0 и регулярная в точке (х,у) и 
сходящаяся к ней последовательность замкнутых множеств ZX,Z2, ■ • ■ > 
Zn,... таких, что для каждого п Zn^ Хп и

ФН„)
Ф(^)

Будем говорить, что семейство замкнутых множеств покрывает 
множество Е в смысле (Ф)-Витали, если для каждой точки (х,у) 
множества Е в этом семействе найдется последовательность множеств, 
(Ф)-регулярная в этой точке и сходящаяся к ней.

С помощью этих понятий доказывается более общая теорема о 
покрытиях, содержащая в себе обычную теорему Витали; затем 
определяется общая относительная производная ОФ7(х,У) произволь
ной функции множества Т (А7) по отношению к Ф (X).

Теорема 7. Для любой вполне аддитивной функции мно
жества Т^Х) всюду, за исключением множества N такого, что 
ф*(Л^)=0, выполняется равенство

ВфТ{х,у) = Т^х,у).
Поступило
4 V 1949
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