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Пусть Е—линейное сепарабельное пространство типа Банаха и 
{аД, {К,} — биортогональная система в Е, причем предполагается, что 
последовательность {х;-}—полная в Е.

Обозначим через йь где £ = {Xi}, множество всех числовых по
следовательностей вида {at = Fi{x)}, где х пробегает все Е. Пусть Ег— 
произвольное линейное пространство типа Банаха, которое, в част
ности, может совпадать с пространством Е, и {Zi} — произвольная 
последовательность элементов из Ег. В дальнейшем будем пользоваться 
следующим замечанием, вытекающим непосредственно из одной тео
ремы Банаха:

ОО

А. Для того чтобы ряды У, a^t сильно сходились для всех 
/ = 1

{а,} € Йе, необходимо и достаточно существование константы М, удов
летворяющей следующему условию:

sup 
п

2 Ei{x}Zi 
і=\

(1)

Доказательство. Покажем, что условие достаточно. После- 
п

довательность линейных операторов Апх = 2 Ei (х) zt сходится на
і = 1

тп

всюду плотном множестве линейных агрегатов вида уп = ^СіпХі. Из
І = 1

условия (1) следует ограниченность норм операторов Ап, следова
тельно, последовательность операторов Ап сходится слабо.

Необходимость условия следует из слабой сходимости последова
тельности линейных операторов Ап, которая сходится к линейному 
оператору

со

Ах = 2 Fi (л) zi- <2)
i = i

Заметим, что из условия (1) следует существование линейного 
оператора А, переводящего последовательность {лД в последователь
ность {гі}, определенного формулой (2).
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Из замечания А вытекает следующее обобщение теоремы 1 из (Д- 
со

Из слабой сходимости всех рядов У,apt, {аг-}€ ЭД, следует: 1°.Силь-
Z=1

ная сходимость этих рядов. 2°. Существование линейного опера
тора, переводящего последовательность {хД в последовательность 
{Zi}, ’определенного формулой (2).

Доказательство. В силу слабой сходимости последователь- 
п

ность значений линейных операторов Апх — у Ft(x)Zi ограничена в
І = 1

каждой точке хЕЕ, следовательно, в силу известной теоремы, вы
полняется условие (1) замечания А.

§ 1. Пусть {уД, {Fi}— биортогональная система, причем не пред
полагается, что последовательность {у,} полная в Е. Далее, пусть 
£.— некоторый произвольный линейный оператор, отображающий про
странство Е в пространство Е^ Тогда имеет место следующая теорема.

Теорема 1. Если биортогональная система {Уі),{Еі} удовле
творяет следующему условию'.

sup 
п

У Ei (х) (Уі — Xi) 
/=і

< ТИН X II (3)

где М— некоторая константа, то из сходимости всех рядов 

У Fi (х) Lxt, когда элемент х пробегает все пространство Е, еле- 
/ =1

дует: Г. ^1Fi(x)Lxi = Lx. 2°. ^Fi(x) Ly{ = Lx при любом x^E. 
І = 1 1=1

Доказательство. Равенство 1° следует непосредственно из 
замечания А. Докажем справедливость равенства 2°. Из условия (3) в

ОО

силу замечания А следует, что оператору = Ах =х — У Fi (х) (уі — хі),
І = 1

переводящий последовательность {у,} в последовательность {Xi}, ли
неен. Кроме того, справедливы равенства Ft (х) = Ft (Ах) при любом 
i = 1,2,...

Отсюда имеем, что У Fi (х) Lyt = у Fi (Ах) Lx, 4- у Fi (Ах) (у, — 
,• = 1 1 = 1 1 = 1

— Хі). Так как первое слагаемое равно LAx, а второе слагаемое равно 
Lx — LAx, то теорема доказана.

Из теоремы 1 непосредственно следует:
Теорема 2. Если {х,} —базис в Е, а {уД, {Fi} — биортогональ

ная система в Е, удовлетворяющая условию (3), причем полнота 
последовательности {уі} не предполагается, то {уД — базис.

Из условия (3) следует, что ЗЦ cz 91?, где ^ = {х{}, т) = {.уД. Если 
потребовать, чтобы последовательность т; — {.уД была базисом в Е, 
удовлетворяющим условию ЗЦс ЗД, то, в силу замечания А, выпол
нение условия (3) также необходимо, следовательно, справедлива 
следующая теорема.

Теорема 3. Пусть $ = {хД —базис в Е, а {уД, {Е/} — биортогональ
ная система в Е. Для того чтобы последовательность-^ —{у,} была 
базисом в Е, удовлетворяющим условию ЗЦ cz ЗД, необходимо и 
достаточно выполнение условия (3).

Замечание. „Сдвиг" (3) тем отличается от „сдвига" Крейна, 
Мильмана и Рутмана (2), что в (3) нет ограничения М < 1, следова
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тельно, как увидим ниже, теорема 2 верна даже тогда, когда не 
существует линейного взаимно-однозначного отображения простран
ства Е на себя, переводящего последовательности {х,}, {_у/} друг в 
друга, в то время как „сдвиг" (2) осуществляется именно посредством 
такого отображения. Другими словами, с помощью „сдвига" (2) полу
чаем всегда эквивалентные*  базисы, а базисы, получаемые посред
ством „сдвига" (3), не всегда эквивалентны. Ниже увидим, что с по
мощью „сдвига" (3) возможен также случай перехода от биортогональ- 
ной системы, не являющейся базисом, к базису.

§ 2. Пусть Н — сепарабельное пространство Гильберта. Следуя 
Н. К. Бари (3), будем говорить, что последовательность {ft}, образую
щая вместе с последовательностью {^Д биортогональную систему в

ОО

Н, является системой Бесселя, если ряд 2 I (х> ^)|2<С°° при любом 
І =1

х£Н. Далее, последовательность {ft} является системой Гильберта, если
ОО

для любой последовательности чисел {а,}, для которой 2 |a,|2<©o,
І =1

существует элемент х^Н, удовлетворяющий условию (х, gt) = а,, 
Z = l,2,... Система Бесселя, являющаяся в то же время системой 
Гильберта, называется системой (базисом) Рисса. Базисом Бесселя будем 
называть базис в Н, являющийся системой Бесселя. К. И. Бабенко(4) 
построил пример базиса Бесселя, который не является базисом Рисса. 
В качестве приложения теоремы 3 дадим следующий критерий базиса 
Бесселя.

Теорема 4. Для того чтобы последовательность {ft}, обра
зующая вместе с последовательностью {^Д биортогональную си
стему, была базисом Бесселя, необходимо и достаточно сущест
вование константы М, удовлетворяющей условию-.

sup 
п

2 (*>&)(&  —fd
г = 1

м\\ х II , (4)

где {фД произвольный, но наперед заданный базис Рисса.
Как известно, базисы Рисса эквивалентны, т. е. всегда существует 

линейное взаимно-однозначное отображение пространства на себя, 
переводящее два базиса Рисса друг в друга. Но легко убедиться, что 
существуют неэквивалентные базисы Бесселя, которые не являются 
базисами Рисса. Для этого достаточно обратиться к вышеуказан
ному примеру базиса К. И. Бабенко. Пусть £ = {1 х |~ а е~inx}, у = 
= {|х1~ее~‘ПХ} — базисы Бесселя, причем 0<а<Д/2, 0<ДЗ<Д/2, п = 
=0, ±1,±2,... Легко проверить, что если «<₽, то 91а<91р, где 
91а = Sig, Sip = SI-,, причем Sla, Sip не совпадают. Отсюда следует, что 
В, т] — неэквивалентные базисы.

Пусть {fi} — система Бесселя, образующая вместе с последова
тельностью {^Д биортогональную систему. Легко проверить справед
ливость следующего предложения:

Для того чтобы система Бесселя {/Д была базисом, необходимо и 
достаточно существование константы М, удовлетворяющей следующему 
условию:

п

2 — Едsup 
п

|| х || . (5)

* Термин «эквивалентные базисы» принадлежит И. М. Гельфанду.
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Выполнение условия (5) влечет за собой выполнение следующего 
условия: 

(6)

при любом п = 1,2,... и для произвольных чисел Ci.
Отметим, что условия (5) и (6) не эквивалентны, что следует из 

замечания Н. К. Бари (3) о существовании систем Гильберта, не 
являющихся базисами.

Очевидно, что условию (6) удовлетворяют только базисы Бесселя.
Предыдущее предложение можно несколько обобщить следующим 

образом.
Для того чтобы система Бесселя {/,}, образующая вместе с после

довательностью {^г} биортогональную систему, была базисом, не
обходимо и достаточно существование константы М, удовлетворяющей 
следующему условию:

sup 2 — < М Ц х || ,

где hi — произвольная, но наперед заданная система Гильберта.
Из этого предложения и из вышеуказанного замечания Н. К. Бари 

следует отрицательный ответ на следующий вопрос.
Пусть {fi} — базис в Н образующий вместе с последовательностью 

{gi} биортогональную систему. Далее, пусть {<$>/} — полная минималь
ная последовательность в Н, удовлетворяющая следующему условию:

sup V (%, gi) (fi — Ф/) < М || х ||

при любом х £Н, где М — некоторая константа. Будет ли последова
тельность {ср,} базисом? Если константа М1, то, как известно, {ф/} 
базис, но в общем случае последовательность {ф,} базисом не будет.

Поступило 
23 II 1949
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