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МАТЕМАТИКА

С. Б. СТЕЧКИН

О ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ БИЛИНЕЙНЫХ ФОРМАХ
(П редставлено академиком С. Н. Бернштейном 4 11949)

1. На протяжении всей работы

хт>°> хт Ф 0, уп >0, уп 0,

р>1, р' = , ?>1,' А р~1 - ’ q — ^

Хорошо известно следующее „неравенство Гильберта" (см., на­
пример, 0), гл. IX; там же даны дальнейшие библиографические ука­
зания):

co co / со \UP / 00 \ 1/р'

2 3 ^<*cosec^{ 2 ( 2-^j • (i)
m=I n=l \ m = l / \ n — 1 /

Харди, Литтльвуд и Полна ((’), § 9.14) получили обобщение этой 
теоремы, доказав такое „двупараметрическое неравенство Гильберта": 

/7 vcmb

Тогда
СО СО /ОО \VP / ОО \ 1/^

3 • (2)m = I л=1 'т1> \т^ / \ п = і /

Метод Харди, Литтльвуда и Полна дает для К (р, q) выражение

К (р, q) = {р')р + УУ-
Этот результат был усилен В. И. Левиным (2), который показал, 

что можно положить

K(p,q) = (j cosec cosec ~ (3)

Впрочем, нет никаких оснований предполагать, что и это значение 
константы является наилучшим.

В настоящей заметке будет установлено, что неравенство (2) 
(с константой (3)) вытекает из неравенства (1) и что это обстоя­
тельство имеет весьма общую природу. Точнее, здесь будет докддаца 
следующая
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Теорема. Пусть атп О и для любого р>1 и любых хт, у„ 
имеет место неравенство

\Vp‘ 
^тп^тУп <К(рЦ ЪхтР \ ( Ьу/ ) . (4)

х т у х п '
Далее, пусть

- + - >1, X = 1 + 1 «1).
Р q Р q v '

Тогда
^тпхтуп<КЦ^д') [Ъхтр j Zy/j . (5)

х т ' X п '

2. Нам понадобится одна простая лемма о выпуклости.
Лемма. Пусть

атп>0, Ьтп>0, 0<а1<1, 0<р1<1, 0<«2<1, 0<₽2<1 

и для любых хт, уп имеют место неравенства

^атпхтуп< К. (CZy^Y', (6>

^Ьтпхтуп < К, т

Пусть, далее,
<^<1, 0<#2<1, ^ + #2 = 1, а = + ^2а2, р = + ^2₽2„

Тогда

\ т ' х п /

Доказательство. Имеем по неравенству Гельдера

'Za’i.b^y. = ^а^хІ-уЧ'У 4>m^yV,P < 

(Дь^'ўД)'■ (9>

Но, в силу (6) и (7),

Подставляя эти оценки в неравенство (9), получаем, что

и лемма доказана.
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венств ШДН0' ,Т0 еСЛИ хотя бы в »3 нера-
в неравенстве (в? Раве"™ недостижим, то он недостижим и 

М Ригсо^тТмС^ слу,ае эта лемма была доказанам. ниссом (Л (см. также f1), теорема 285).
3. Для вывода теоремы положим в доказанной лемме
— 11 аі — — , R. ,, а2 — 83 — 1, = х 1 а = А

Р ? = 7
Тогда получим такое предложение: 
Пусть 1 и для любых х„, уTV S П

п (10)
Далее, пусть

0 1, р' *' = ?■х ’
Тогда

^атпхтуп
п

Теперь остается только заметить, что если неравенство ПО) имеет 
место для любого Л>1, то, какие бы на были да™ ,i ла »>” 
и?>1, удовлетворяющие неравенству Р

| + ->1, 
р q ’

положив

X = F + ?- p, = V.

изЫкот°оооЧго' ПРимм™°ет" предыдущего предложения,
которого, таким образом, и вытекает теорема
4. Сделаем несколько замечаний.

м„ ’ ?ЛИ В имеет место строгое неравенство, то и в (5) имеет
к лемм[щРОГОе Неравенство- Это вытекает из аналогичного замечания

В. Положив в теореме

атА= m_L и

и
(с

выбрав-пределы суммирования от 1 до 
константой, указанной В. И. Левиным) I UTLimnTn /1 1 АЛ__  _ 7

оо, получим не равенство (2)
'__ ~ ^ааанпии о. и. ЛеВИНЫМ), КЭК Следствие ИЗ непяпри.
пример 1 ■ Можио был“ бы привести много других частных

С. Все результаты настоящей работы без труда 
положительные полилинейные ’

D. Отметим в заключение, 
интересный аналог:

формы и имеют
переносятся на

интегральные аналоги.
что лемма, доказанная в п° 2, имеет

Пусть

₽W>0, k(t)
^k(t)dt=\, а

о

‘ 1

= 3 = U {t) 3 (t) dt.
0 -

1).

О2*
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Далее, пусть для всех t и всех хт, уп^д

Тогда 
2®(атп)хту„<@(Ю ,

\ т ' л
где

® (/) = ехр И * (0 In у (О dt J . 
'о '

Если

# (£) 1п+У(^) dt = <x,

то, по определению, ® (У) = +
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