
Доклады Академии Наук СССР
1949. Том LXVII. № 1

МАТЕМАТИКА
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О ПОВЫШАЮЩИХ РАЗМЕРНОСТЬ ОТОБРАЖЕНИЯХ
(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым И V 1949)

1. Мы исследуем замкнутые отображения, при которых происходит 
повышение размерности, и даем некоторые новые необходимые усло­
вия для того, чтобы такое повышение могло происходить.

Для этого приведем некоторые определения (см. (х)), причем будем 
предполагать, что все рассматриваемые в дальнейшем пространства 
являются метрическими пространствами со счетным базисом, а все 
отображения — непрерывными отображениями, и отображение / про­
странства X на пространство Y будем обозначать символом f: Х-^У.

Рассмотрим отображение /: Х-^У.
Как обычно, кратностью точки у € У называется мощность мно­

жества /-1(.у). Множество L с X, принадлежащее полному прообразу 
одной точки у € У, называется правильным множеством, если 
образ любого открытого множества U L содержит у как внутрен­
нюю точку. Порядком точки у € У называется наимень­
шее целое число k, обладающее тем свойством, что любые k точек, 
принадлежащие f^^y), образуют правильное множество. Если такого 
числа нет, то у имеет бесконечный порядок.

Порядок точки у € У всегда будем обозначать через v (_у), а крат­
ность через р(_р). Если f открыто, то для любой точки v(_y) = 1. Если 
f замкнуто, то всегда v (у) -С р (у); если f, кроме того, и неприводимо, 
то всегда v (у) = р (у).

Положим Yk = {у, р (у) Yk= {у, Xk=f~1(Yk) и
X1 = Х\Х2. Если множество А а X, то аналогичные множества , для 
частичного отображения f | А обозначаются через Yk^A), Yk(A~), 
Хк(А)н ХЦА). Отображение называется нульмерным, если полный 
прообраз любой точки нульмерен.

2. Используя теорему Гуревича (2), получаем:
Лемма 1. Пусть f: Х-*У замкнутое нульмерное отображение 

и А — множество типа Еа в X. Тогда для любого k из dim К* (А) > 
>dimA следует: dim F*+i (А) > dim Г* — 1.

Пусть снова /: Х-+ У — замкнутое отображение. Рассмотрим счет­
ный базис 11 = {Uv ...} пространства X, замкнутый относительно опе­
рации объединения конечного числа его элементов. Возьмем произ­
вольную систему а = {U*,. .. , Uak_v Uk}, состоящую из ^^-2 эле­
ментов базиса 11, обладающих следующими свойствами (мы обозначаем 
замыкание множества А с. В в множестве В через В [А], а если В — 
все пространство X, то просто через [А]; пустое множество обозна­
чается через Л):

свойство a) [Uf] a Uh при i = 1 1;
свойство Ь) [£/,“] П = А при i, j = 1,..., & — 1; ']•
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Положим

Я« = /([£Л“]) П.-.П/^фП^  ̂ (1)
Нетрудно проверить, что в таком случае

К* = R\ (2)
где сумма берется по всевозможным системам а с указанными свой­
ствами. Так как систем а лишь счетное множество и все R* замкнуты, 
то У* есть множество типа Р^ в У. Очевидно, что У{ = У. Таким 
образом, справедлива

Лемма 2. Пусть f: XУ — замкнутое отображение. Тогда Ук 
есть множество типа Ра в У, причем для имеет место пред­
ставление (2).

Лемма 3. Пусть f: X-+Y— произвольное отображение Тогда 
/(mnx2)cr2.

Лемма 4. Пусть f; Х-^У замкнутое нульмерное отображе­
ние и U — открытое множество в X. Положим P = U\XQU)\ и 
Q=f(P)- Тогда, если dimQ>dimP, то dim Y^ (U) >dim Q — 1

Доказательство. Ясно, что У2 (P)cf(U[Xl (U)]QX2 (£/)). Но, в 
силу леммы 3, (^)]П (^)) с ^ (£/), поэтому У'ПРГпэУЛР)

dimQ>dimP, к отображе­
нию /. Н—Q можно применить лемму 1 (при £ = 1). В результате 
получаем: dim Г2 (Р) > dim Q — 1 и, следовательно, бітУг(і/)> 

dim Q — 1. v
3. Переходим к доказательству основных теорем. Мы будем для 

краткости говорить, что отображение /: Х-^У удовлетворяет усло­
вию А, если оно нульмерно и если полный прообраз f~1{y) каждой 
точки у б У, если он нигде не плотен в X, содержит хотя бы одну 
изолированную в ней точку.

Теорема 1. Пусть f: X-*Y— замкнутое отображение, удов- 
влетворяющее условию К. Тогда для любого k из dimrI>dimA 
следует, что dim Yk+l >dim Yk— 1.

Доказательство распадается на две части, соответствующие слу­
чаю £ = 1 (когда нет представления (2)), и случаю #>2.

V Пусть dim Y >• dim X. Нужно показать, что dim}^^ 
>dimr — 1. Пусть U = {t/1(счетный базис пространства X. 
Положим Pt = LJI [X1 (U{)] и Qi = f(pl), в таком случае

Т = М1НЖ 
I

где X — множество (счетное) точек у^У, полные прообразы которых 
содержат открытое ядро в X. Действительно, если _у€У\М, то су­
ществует точка изолированная в /1 (у). Поэтому’найдется
окрестность t/z€u, для которой ЦП/^1 (у) = х. Тогда x^X4U)aP 
и y^Qi.

Каждое из множеств Pt является множеством типа Fa в X и, 
следовательно, каждое Q; есть Ра в У. Множество X также есть Р„ 
в У. причем dimM = 0. Поэтому, по теореме сложения, найдется 
для которого dim Qi = dim У ~у> dim X dim Pt, Применяя лемму 4, 
получаем dim У2 dim Q, — 1 = dim У—1. Но, как легко видеть, 
из того, что Ui открыто в X, вытекает, что У2 аУ2- Таким 
образом, dim У2> dim }<(£//)> dim К — 1.

2) #>2. Рассмотрим представление (2) для множества Ук. У'к= 
==иАД По теореме сложения найдется такое а, что dim Ук = dim R\ 

а
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nvrT. = ...,a“ „ an.положим £>=[ППП/-1ти рассмот-
оим частичное отображение / | D. Ясно, что /(D) = R*. Множество D 
замкнуто в X, и поэтому отображение / I D замкнуто, кроме того, 
оно очевидно, нульмерно. Так как dim R* = dim y*>dim dim D, 
?o можно применить лемму 1 (при * = 1). В этом случае получаем: 
Him Y (D} >dim R* — 1 = dim Y k— 1- ,

Пусть ye Y^DY Это означает, что найдутся дв^ точки х и 
х" £ОГ\ f—1 (Ў) и> кроме того, точки х21[и2]П j \У), ■ ■ ■ >xk-i - 
€ \Ua ] Г1Д1 (у)-Множество {х', х", х2,..., Xk-Y не является правильным, 
и поэтому _у6Уй+1. Таким образом, Y'^^Y2(D) и, значит, dim Yk+1 > 
> dim ГІ— 1. Теорема доказана.

4 Повторным применением теоремы 1 получаем:
Теорема 2. Пусть /: X -> У — замкнутое отображение, удо­

влетворяющее условию А, и dim У = dim X + п. Тогда для любого 
справедливо соотношение-, dim У* >dim У — ^ + 1.

Отображение /: Х-^У называется отображением конечного 
порядка, если порядок каждой точки у^У конечен. Отображение 
конечнократно, если конечна кратность каждой точки.

Теорема 3. Пусть f: XУ — замкнутое отображение конеч­
ного порядка, удовлетворяющее условию К, и dimy = dimX + n. 
Тогда порядок v(j) принимает по крайней мере п + 1 различное 
значение.

Если v(v) принимает сколь угодно большие значения, то утверж­
дение очевидно. Допустим, что v (у) принимает лишь следующие (рас­
положенные в порядке возрастания) значения: т<п-, 1.
Если vzO<v.+1, то ясно, что Г; = У;+1. На основании теоремы 1 
имеем: dim У^ >dimF-l. Применяя эту теорему т раз, получим: 
dim У X dim У — т+1 и, так как по предположению dim У —dim л + п, 
то dim/; >dimX + n-m+ 1. Если теперь т < п + 1, то dimK^ 
>dimX, и снова, в силу теоремы 1, получаем: dim У^ > dim У^ — 
— l>dimX в противоречии с допущением.

Попутно мы получили обобщение теоремы 2 для случая отображе­
ний конечного порядка:

Теорема 4. Пусть J: Х-^У — замкнутое отображение конеч­
ного порядка, удовлетворяющее условию К, и dun г- dim А я п. 
Тогда, если есть k-e по величине значение '•{у} и *<«+ Е т0 
dim У^, ^гіітУ — £+1-

Как показывает пример А. Н. Колмогорова (3) открытою нульмер­
ного повышающего размерность отображения, в теоремах 1-4 отбро­
сить условие относительно изолированных точек нельзя. Ю оостоя- 
тельство, что для неприводимых отображений порядок совпадает с 
кратностью, показывает, что без дополнительных предположении 
усилить эти теоремы также нельзя.У 5. Отображение /: Х^У называется счетнократным, если 
полный прообраз каждой точки у^У не более чем счетен. Счетн°" 
кратное отображение всегда нульмерно. С другой стороны, граница 
полного прообраза каждой точки при замкнутом отображении ес 
компакт (4). Следовательно, если / замкнуто и / (у) нигде не пло­
тен в X то f—1(y) есть компакт. Так как счетный компакт всегда 
имеет изолированные точки, то отсюда следует, что счетнократное 
замкнутое отображение всегда удовлетворяет условию А.

Следствие 1. Теоремы 1—4 остаются справедливыми, если 
в них слова: „отображение, удовлетворяющее условию А*, заме­
нить словами: „счетнократное отображение .



Так как конечнократные отображения всегда имеют конечный по­
рядок, то, в частности, получаем:

Следствие 2. Пусть f: X-^Y— замкнутое конечнократное 
отображение и dim Y = dim X + п. Тогда порядок »(у) принимает 
по крайней мере п + 1 различное значение.

Следствие 3. Пусть f: X — Y— замкнутое счетнократное 
отображение и dim Y = dim X + п. Тогда Уп+1=^Л.

В самом деле, если / не является отображением конечного порядка, 
то утверждение очевидно; если же f имеет конечный порядок, то 
утверждение вытекает из следствия 1.

Для открытых отображений получаем обобщение известной теоремы 
П. С. Александрова (5):

Следствие 4. Пусть f-.X-^Y — замкнутое и открытое счетно­
кратное отображение. Тогда dim У = ditnX.

Действительно, нульмерные отображения размерности не пони­
жают (2) и, следовательно, dim Y dim X. С другой стороны, так как / 
открыто, Кг = Л, и поэтому из следствия 3 вытекает, что dimF-^ 
-^dim X.

Замечание 1. Легко видеть, что в представлении (2) каждое 
множество Ry нигде не плотно в Y. Поэтому, если Y — полное про­
странство, то всегда Yi=hY, т. е. существуют точки порядка 1. 
Таким образом, и без предположения, что / — отображение конеч­
ного порядка, если /—замкнутое счетнократное повышающее раз­
мерность отображение на полное пространство, то порядок принимает 
2 различных значения (одно из них — конечное).

Замечание 2. Можно проверить, что замкнутые отображения 
произвольных пространств можно в теоремах 1—4 заменить произ­
вольными отображениями пространств типа Fa, а в следствиях 1—4 
произвольными отображениями пространств типа Ра и Оз одновре­
менно.
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