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Пользуясь терминологией Гончарова, будем говорить, что целая 
Функция принадлежит классу [р, если она или име|т порядок <р 
S имеет Рпорядок р и тип<щ Целую функцию будем считать 
далее, принадлежащей классу [р, у), если она или имеет порядок-- .р 
или имеет порядок р и тип _  ъщт

Пусть т-наименьшее целое число большее р и ПУСТЬ,£-* ’
Теорема 1. Пусть {К}, | kJ < | Х21 последователь­

ность точек в плоскости комплексного переменного z Тогда для 
того, чтобы при любой системе чисел {ап р} (р — О, 1, 2, ... ,т ;
такой, что

(р = О, 1,2,..т — 1), (1)

существовала бы хоть одна функция с [р, ос) со свойством 
<еРП = а („=1,2,...; /» = 0, 1,2, ..., ш — 1), необходимо и 

достаточно, чтобы последовательность {XJ удовлетворяла усло-

Для доказательства теоремы нам необходима будет следующая 
легко устанавливаемая .

Лемма. Если последовательность {р-л}, | I <• I I ’

такова, что Иш —-—=®і<Іэо, т0 
| 1 9

Иш
|г I -> оо

-1 In П 
l*l₽ й

Используя лемму, докажем сперва необходимость условий А и В. 
Для этого допустим, что при любой системе чисел {пп^р} со свойст­
вом (1) существует хоть одна такая функция w (j с [р, ос), чю 
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— апр (« — 1, 2, ..р — 0, 1,2, ..., т — 1). Тогда, если поло­
жим, в частности, все числа ап р, за исключением только числа ах m_j, 
равными нулю, увидим, что точки Хх, Х2, ... являются нулями неко­
торой целой функции из класса [о, оо) и поэтому удовлетворяют 
условию А. Из этого будет вытекать далее, в силу леммы, что функ­
ция F (г) с [р, оо). Предположим теперь от противного, что условие В 
не выполняется, т. е. что 8 = оо. Выберем тогда из последователь­
ности {XJ подпоследовательность {рп} такую, что

Г^ + И>21ня| (л=1,2,...) (2)

^обозначим через ту функцию из [р, оо), которая в точках 
6 Нд (л = 1> 2> • ■ •; Р = 0, 1, 2, ..., т — 1) принимает значения, равные 
единице, а в остальных точках множества {гр XJ обращается в нуль. 
Введем функцию Q(г) = w (z^^z) ...^m~lz). Так как й(г) а [р, оо) 
и й (г) = й (ер z) (р = 0, 1, 2, ..., т — 1), эта функция имеет вид:

°° / 7 т \о п 1 - А- •л = 1\ Л /

На основании этого имеем равенство

Q И
F (z) Ф(г) ’ (3)

где, поскольку все Х^^нГ (j = 1, 2, .. .) входят в последователь­
ность {упт}>

оо

ф(г)= нФ—Аф /(2)_2™ п б-АФ
л ' з

Так как < 00’ Функция f (г), согласно лемме, принад­

лежит классу [р, оо). Из (3), учитывая равенство й фф = 1 (п = 1, 2,.. р 
получаем, что ' " ’ ’ ’ ’ ’

1 /фф 
^'(Р-ф ” Ф'(НЯ) ’ 

и что, следовательно,
Иш 1 .In —1—|< 

| Рп | I (ц„) I

ln I / Оф I + lim
П -> оо

■-------- In --------
і^яір іфчнл)! (4)

Первое слагаемое в правой части 
Второе слагаемое также отлично

I ^ + 1 I >2 I ря I (п-= 1, 2, ...),
отлично ОТ ОО, ибо f(z) CZ [р, ОС). 

ОТ ОО, ибо, в силу ТОГО, ЧТО

I Ф' (И„) І

1

I ।

ОО п 
п = 1

<1-
I Рл I
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Следовательно, левая часть неравенства (4) будет отлична от оо во­
преки условию (2). Значит, условие В является необходимым.

Докажем теперь достаточность условий А и В. Для этого положим:
.— 1
lim --------In

Л —> СО I | ₽

В силу (1) и В у<Доо. Введем функцию
и 0 1 f Z \ я

= Рп№ = ■

При соответствующем выборечиселхл она будет удовлетворять условиям: 
«>(г)с[р, оо), ш(\п) = ап 0, w(s"\) = 0(ra = 1,2,...;/? = 1,2,..т —■ 1).

В самом деле, ограничиваясь здесь рассмотрением случая, когда 
уД>0, обозначим через sn (п=1,2,...) наименьшее целое число 
>IP I \|Р- Мы имеем: sn = ап | \ |₽, ал>ур. Пусть числа е, и л0 (еД 
таковы, что 0<ех<у и при

ап, о
I

и пусть N = (г) —- наименьшее целое число со свойством:
| | >-2е2/рг. Полагая

«і(2) = ^(z) = Р(z) Pn(z),
N п„

будем иметь:

ап, о

| z | >р0(ex), имеем равномерно:Так как при любом п, когда

где, в силу леммы, т = -gjn ■ , то, следовательно, при r>p0(£i)

1 , YO I 1 I Р
| <„,(?) |<ге1'-"-'11'1' + у . (6)
Н| = г Ил I’«о

I И- т + £' х \ Я уР

Полагая а = е-тр , р = ур> у (%) = 6 ; общий член под знаком

суммы в (6) представим как /( I \J °). Так как функция /(х) дости­
гает своего наибольшего значения при х = аге-1/р и это хД>«0 при 
больших г, то

/( I \ Г )</(аге-1/₽) = exp(ye£‘/Yr₽). (7)
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Далее, из того, что
\/₽ < 

Ч + ег ) I <2ЛРГ,

находим: 1 <(а + е1)е3(2г)р. Принимая во внимание это и нера­
венство (7), из (6) получаем:

I “2(z) I < 0 + ч) с2 (2ф₽ ехр 1(т + S1 + уе^} г₽]. 
1*1 -г

Последнее неравенство в соединении с неравенством (5) показывает, 
что w(z)c[p, т + у] и, тем более, ы(г)с[р, оо). Тот факт, что функ­
ция ы(г) удовлетворяет условию ®(\) = ап0, о (е^ кя)=0 (п=1,2, ...; 
р — ...............т— 1), очевиден. Таким же путем построим функцию 
фу (г) с [р, т + у] (j = 1, 2,..., т — 1) со свойством: ф. (е7 кя) =ая> г 
фДг₽Хп) = О (п = 1,2, ...;р = 0, 1,2, ..., J-1, у +1, .. ., т-1).

Тогда функция ф (?) = ы (?) + фх(z) Ч------НФт_ Дг) будет принад­
лежать классу [р, * + у], в точках £р\ (п = 1, 2, ...; р = 0, 1,..., т — 1) 
она будет принимать значения, соответственно равные ап р.

Тем самым теорема 1 полностью доказана.
Попутно мы доказали и такую теорему.
Теорема 2. Если

то тогда целую функцию со свойством
^{^\')=апр (n = 1, 2, ... ; р = 0, 1.2, ..., m- 1)

можно найти в классе [р, г + у] (у = т, если у>0, и у—0, если 
v << 01 где т = •—< и т — наименьшее целое число, большее р. ( О), гие т sin (пр I ту

Можно показать, что теорема 2 является точной в том смысле,
что

Теорема 3. По 
можно построить

4-
любым неотрицательным числам а и у всегда 
такие последовательности {XJ и {апр},что

будут выполняться условия: I
Игл -—^~7=о> lim ■ , \ ₽ 'п

П-^К>|ХП]Р П -> ОО | Уп I

п, Р

и не будет существовать в классе [р, т + у) ни одной функции ш (г) 
со свойством ы(гр — ап, р (п = 1, 2, ...; р = 0, 1, 2, . .., т — 1).

В заключение заметим, что в случае о = 1 теорема 1, а также тео­
ремы, аналогичные теоремам 2 и 3, были установлены в работе ( )• 
В работе (2) были даны условия возможности построения по значе­
ниям ап в точках Хя (n = 1, 2, ...) функции из класса [р, со].

Поступило
19 II 1949
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