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МАТЕМАТИКА

В. М. ДУБРОВСКИЙ

О НЕПРЕРЫВНОСТИ ОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА, 
ЗАВИСЯЩЕГО ОТ ПАРАМЕТРА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 15III1949)

Вопрос о непрерывности относительно параметра определенного 
интеграла от функции, непрерывной относительно этого параметра, 
кажется весьма элементарным. Вряд ли стоит отмечать здесь, на­
сколько часто этот вопрос встречается в разных исследованиях и 
насколько существенным он иногда оказывается. Однако вряд ли его 
можно считать в настоящее время вполне удовлетворительно решен­
ным даже в самых простых случаях. В этой работе выводится новый 
простой критерий непрерывности определенного интеграла, завися­
щего от параметра.

Пусть 21 есть множество каких-то элементов и ЭЛ — семейство под­
множеств множества 21, определяемое условиями: ЭЛ содержит какие 
угодно разности и конечные или счетные суммы входящих в него 
множеств, все множество 21 и пустое множество. Мы будем рассматри­
вать в последующем интегралы в смысле Лебега — Стильтьеса (‘), 
обозначая их символом:

где/(х) —функция элемента х С 21, измеримая относительно семей­
ства ЭЛ и суммируемая относительно неотрицательной вполне адди­
тивной функции множества М (е), определенной и конечной на се­
мействе ЭЛ; S3 —область интегрирования (23 с ЭЛ). Значения рассматри­
ваемых функций суть вещественные числа. Такие интегралы опреде­
ляются так же, как и обыкновенные интегралы Лебега, с той лишь 
разницей, что вместо измеримых множеств рассматриваются множества 
семейства ЭЛ, а вместо меры в смысле Лебега — соответствующие 
значения вполне аддитивной неотрицательной функции множества М (е), 
определенной и конечной на семействе ЭЛ.

Определение. Пусть функция / (а, х) элемента х с 21 и пара­
метра а при каждом определенном значении последнего измерима 
относительно семейства ЭЛ и суммируема на множестве 21 относи­
тельнонеотрицательной вполне аддитивной функции множества М (а, е), 
определенной и конечной на семействе ЭЛ, зависящей от параметра а. 
Взяв положительное число ^, положим:

fN (а, х) = / (а, х), если | / (а, х) ;

fN (а, х) = N, если / (а, х) > N;

fN(a,x) = — N, если /(а, х)< —V.
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Интеграл
1 (а) = j f (а, х) М (а, d^ ) 

91

сходится равномерно относительно параметра а, если разность
П(к’^ = j |/(а, х)\м(а., ^(v)- J \f х)\М(х, d^ ) 

’ 91

стремится к нулю равномерно относительно параметра а при 
и р > 1 \паЛ}\<^пСйПЬ сУи^ствУют положительные постоянные К

/ d> какие, что для любого а выполняется условие
5 \f^-, х) \р dW^K, 

91
готносйпі\7і^ Функция элемента х с Я, суммируемая
жества М(^°а\вптр1эЦатеЛЬ-Ой вполне аддитивной функции мно- 
метр ’ е)> определенной и конечной на семействе Ж; а — пара-

Тогда интеграл
1 (а) =\f^,x}M (а, d W ) 

91
сходится равномерно относительно параметра а.

Доказательство. Полагая

е) = 5 1/(«, х)|ЛГ(а, d% ) 
е

для любого е?с:Ж, допустим, что интеграл F^gi) сходится неоанно 
мерно относительно а. Тогда, как легко видеть буду? существовать 
положительное число г, последовательность аъ а, УУ значТий папа 
ральных чисеТТТ Д° бесконечн«с™ последовательность S?y- 
р IX чисел ^1, . такие> что будет выполняться неравенство

J [ \f*k, х) | - J М (а d §1 ) > s,

где ek — совокупность элементов 2(, для которых первый множитель
• ■). Тем более, будетпод знаком интеграла положителен (й— 1 2 ' “

«меть место неравенство F^k, е^г (U у 2, ...у откуда/’пр^е- 
яя неравенство I ельдера (2) к интегралу Д (аА, ek\ мы получим

j \f^k, х) \р M^k, <O[r)T/?<
ek Г J

0-+1-1, ^=1,2,...);

или, окончательно, 

(^=1,2,...). t\ r
«еп^мс?вен™₽в™ёка3ет0<:"°ВЯ0Г0 УСЛ°“Я Рак“атР"»“™й теорем» 

!<> S Ш*к, X) \pM^h, ek) u = 1, 2, . . .),
eh
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откуда
ek)<K!NkP (4= 1,2, . . .)•

Эта оценка для 7И (а4, ^) противоречит предыдущей, откуда интеграл 
^(а, 91), а вместе с ним также интеграл /(а) сходятся равномерно 
относительно а.

Замечание. Обратная теорема неверна, что доказывает сле­
дующий пример. 91 есть интервал 0<х<1/2; /(а, х) = 1/х1п2х 
не зависит от а; ЭД есть семейство измеримых в смысле Лебега‘мно­
жеств интервала 0<х<1/2, а 7И(а, е)~ мера в смысле Лебега 
множества е для любого а.

Возвращаясь теперь к общему случаю, будем в дальнейшем пред­
полагать, что областью изменения параметра а является некоторое 
метрическое, замкнутое компактное множество SB-

Теорема 2. Пусть функция f(«-,x) элемента ха 91 и пара­
метра а с SB будет непрерывна по а на множестве SB при каждом 
определенном х с. 91. Пусть, кроме того, при каждом определенном 
ас SB функция /(а, х) будет измерима по х относительно семей­
ства и суммируема относительно неотрицательной вполне 
аддитивной функции множества 7И (а, е), определенной и конечной 
на семействе ЭД, которая зависит от параметра а и является 
непрерывной функцией последнего на множестве SB при каждом 
определенном е с ЭД.

Тогда, если интеграл
/ (а) = j f(a, х)М(л, d%x)

St
сходится равномерно относительно параметра а, то-он представ­
ляет собой функцию этого параметра, непрерывную на множе­
стве SB.

Если, с другой стороны, интеграл /(а) есть непрерывная функ­
ция от а на множестве SB, причем функция f (а, х) неотрица­
тельна, то интеграл /(а) сходится равномерно относительно а.

Доказательство. Пусть интеграл /(а) сходится равномерно. 
Рассмотрим произвольную последовательность а1; а2, . . . элементов SB, 
сходящуюся к элементу а0. Взяв сколь угодно малое положительное 
число е, выберем положительное число N столь большим, чтобы для 
любого а а SB выполнялось неравенство

D (а, N) = $ | f (а, х) | /И(а, d%x) — J | fN (а, х) | /И (а, d^x) < е.
Й St

Легко убедиться в справедливости соотношения

/ (а*) — / (а0) | < J d^J — i fN (ао> X)M d^
St 51

+ D^k, N) + D^o, П).
Из (3) следует, что разность интегралов в правой части послед­

него неравенства при постоянном N и при стремится к нулю,
откуда левая часть этого неравенства может быть сделана сколь 
угодно малой путем увеличения индекса Л.

Допустим теперь, что интеграл 1(a) непрерывен относительно а 
и что функция /(а, х) неотрицательна. Из (3) следует, что в этом 
случае разность D (a, N) при постоянном непрерывна по а на мно­
жестве Я. Докажем, что при ^-»oo эта разность стремится к нулю 
равномерно относительно а (это утверждение легко приводится 
к известной теореме Дини). Допустим противное. Тогда будут суще­
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ствовать положительное число* е, последовательность а0, ар а2, . . . 
элементов Я и неограниченная возрастающая последовательность

W2, ... положительных чисел такие, что будут выполняться 
условия:

.'VJ>£ (#=1,2,...), lim^-%.
k —> оо

Это следует из компактности и замкнутости множества Возьмем 
положительное число vj, меньше е, и столь большое чтобы выпол­
нялось неравенство D (а0, <; у. Тогда, в силу непрерывности

(а> Nв точке а0, найдется такое v = v (#), большее #, что будет 
выполняться неравенство D (ач, N < ц. С другой стороны, D (о^, ^v)>> 
>£>•>]. Мы приходим, следовательно, к противоречию, так как 
D(a.v, N) не возрастает при возрастании N. Теорема доказана.

Простым следствием предыдущего является следующая теорема.
Теорема 3. Пусть имеют место условия теоремы 1, причем 

значения параметра а. образуют метрическое, замкнутое, ком­
пактное множество Й. Пусть, кроме того, функции f (а, х) и 
М (а, е) непрерывны относительно а на множестве Я’ при любых 
постоянных хс21 и ес®.

Тогда интеграл
1 (а) = 5/(«- %) 2И(а, d%x)

Я

представляет собой функцию от а, непрерывную на множестве Ж.
Изложенные результаты выясняют ошибочность утверждения 

В. В. Немыцкого (*), состоящего в том, что непрерывность под­
интегральной функции относительно параметра а и равномерная ограни­
ченность соответствующего определенного интеграла (при изменении 
этого параметра) влекут за собой непрерывность самого интеграла 
относительно параметра а.

Это, впрочем, ясно из следующего примера.
Положим

Лч 2 (х ос") -
и-,х} = ------ ТбАг~ В области а2 а, 0<а<1;

(а — а2) (И а— а2) ’

г , , 2 (У*а — л) , ,—/(аіЛ) =---- ПИ---- А в области а<х<|/а, 0< а< 1;
(г а — а) (И а—а2)

f (а, х) = 0 в остальных точках квадрата 1.

Как легко видеть, при любом определенном х из интервала 0<х < 1 
функция/(а, л) непрерывна по а в замкнутом интервале 0<а<1.

Однако интеграл
1

/(а) = f (а, х) dx 
и

разрывен, будучи равным нулю при а=1 и единице для остальных 
значений а интервала 0<^а<(1.

Поступило
2 III 1949
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