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1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1. Матрицы. Действия над матрицами 

Матрицей размерности mn  называется прямоугольная табли-
ца, состоящая из n строк и  m столбцов:  
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Если mn  , то матрица называется квадратной порядка n .  
Элемент ija  таблицы имеет два индекса, где i – номер строки, в 

которой находится элемент,  j – номер столбца.  
Диагональ, содержащая элементы 11a , 22a , …, nna , называется 

главной диагональю квадратной матрицы A , а диагональ, содержащая 
элементы na1 , 12 na , …, 1na  – побочной диагональю.  

Диагональной называется квадратная матрица, у которой все 
элементы, не принадлежащие главной диагонали, равны нулю.  

Единичной называется диагональная матрица, у которой все 
элементы главной диагонали равны единице. Единичную матрицу 
обозначают буквой E .  

Треугольной называется квадратная матрица, у которой все элемен-
ты, расположенные по одну сторону от главной диагонали, равны нулю. 

Транспонированной к матрице A  называется матрица TA , полу-
ченная заменой каждой строки исходной матрицы столбцом с тем же 
номером.  

Для матриц определены следующие операции: 
1) сложение (вычитание) определено только для матриц одина-

ковых размерностей. Если CBA  , то каждый элемент ijc  матрицы 

C  вычисляется по формуле: ijijij bac  ;  

2) умножение матрицы на число состоит в умножении каждого 
элемента матрицы на это число;  

3) умножение матриц определено только тогда, когда число 
столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы, т. е. 

jnjmmn CBA   , при этом элемент i-й строки k-го столбца матрицы 

C равен сумме произведений элементов i-й строки матрицы A на со-
ответствующие элементы k-го столбца матрицы B;  
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4) возведение  матрицы в степень определено только для квад-

ратной матрицы. Целой положительной степенью kA  квадратной 

матрицы A называется произведение k матриц, каждая из которых 

равна A. Нулевой степенью квадратной матрицы )0( AA  называется 

единичная матрица того же порядка, что и A, т. е. EA 0 .  

Пример 1.1. Для 
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Пример 1.2. Найти )(Af  для 









43

21
A , если 

212)( xxxf  .  
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1.2. Определители. Вычисление определителей 

Определитель есть число, которое ставится в соответствие квад-

ратной матрице A порядка n и вычисляется по определенному прави-

лу. Обозначения: det A, A , ∆. 

Определитель  первого порядка: 

 .|| 1111 aa   (1.1)  

Определитель второго порядка: 

 .12212211
2221

1211
aaaa

aa

aa
  (1.2)  
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Определитель третьего порядка вычисляется по правилу тре-
угольников:  

 

).( 322311331221312213

312312133221332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa

aaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa


  (1.3) 

Пример 1.3. Вычислить определители первого, второго и 

третьего порядков: 

а) ;|7|  

б) ;
42

31
 

в) .

870

654

321





  

 

Решение. Воспользуемся формулами (1.1)–(1.3): 

а) ;7|7|                                               

б) ;23241
42

31
  

в) 

.18)7)6(1)8()4()2(053(

)6(0)2()4(73)8(51

870

654

321








  

Свойства определителей 

� Определитель матрицы не меняется при ее транспонировании. 

� При перестановке двух соседних строк (столбцов) определи-

тель меняет знак на противоположный. 

� Определитель с нулевой строкой (столбцом) равен нулю. 

� Определитель, у которого элементы одной строки (столбца) 
соответственно пропорциональны элементам другой строки (столб-

ца), равен нулю. В частности, определитель с двумя одинаковыми 

строками (столбцами) равен нулю. 

� Определитель не изменится, если к элементам некоторой стро-

ки (столбца) прибавить соответствующие элементы другой строки 

(столбца), предварительно умножив их на один и тот же множитель. 
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Разложение определителя по строке (столбцу). 

Вычисление определителей высших порядков  

Минором ijM  элемента ija  определителя называется определи-

тель, полученный из исходного путем вычeркивания i-й строки и  j-го 

столбца. Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  определителя 

называется его минор, взятый со знаком   ji1 , т. е. 

 ij
ji

ij MA  )1( . (1.4)  

Для вычисления определителя n -го порядка удобно пользоваться 
следующим свойством: определитель равен сумме произведений эле-
ментов любой строки (столбца) на соответствующие алгебраические 
дополнения. Для разложения определителя лучше выбирать тот ряд, 

где есть нулевые элементы, так как соответствующие им слагаемые в 

разложении будут равны нулю.  

Пример 1.4. Вычислить определитель 

147

352

012


 , разложив 

его по первой строке. 
Решение. Воспользуемся свойством, описанным выше, и фор-

мулой (1.4): 

 

.1501934
47

52
)1(0

17

32
)1(1

14

35
)1(2012

147

352

012

3121

11
131211




















AAA

 

1.3. Обратная матрица 

Матрицей, обратной квадратной матрице A, называется квад-

ратная матрица 1A , удовлетворяющая равенствам 

 EAAAA   11 . (1.5) 

Квадратная матрица называется невырожденной, если ее опре-
делитель отличен от нуля. В противном случае матрица называется 
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вырожденной. Всякая невырожденная квадратная матрица A  имеет 
единственную обратную матрицу 1A : 

 





















nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A
A







21

22212

12111

1 1
, (1.6) 

где ijA  – алгебраическое дополнение элемента ija  матрицы A (алгеб-

раическое дополнение ijA  записывается в строку с номером j  и в 

столбец с номером i, т. е. в так называемом транспонированном по-

рядке).  

Пример 1.5.  Для матрицы 

















553

221

063

A  найти ей обратную. 

Решение. Найдем определитель матицы А: 6det A , 0det A , 

следовательно матрица A имеет обратную матрицу. Найдем алгеб-

раические дополнения элементов матрицы A по формуле (1.4):  

 0
55

22
11 A ,  1

53

21
12 A ,  1

53

21
13 A , 

 30
55

06
21 A ,  15

53

03
22 A , 3

53

63
23 A , 

 12
22

06
31 A ,  6

21

03
32 A , 0

21

63
33 A . 

По формуле (1.6) получим:  

 






















031

6151

12300

6

11A . 
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1.4. Решение систем линейных уравнений 

Системой m линейных уравнений с n неизвестными называют 
систему вида:  

 















.

,

,

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa







 (1.7) 

Система уравнений называется совместной, если она имеет хо-
тя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет решений.  

Систему (1.7) можно представить в матричном виде: BAX  , 
где A – матрица коэффициентов, X – столбец неизвестных, B – стол-
бец свободных членов:  

 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A







21

22221

11211

,  





















nx

x

x

X

2

1

,  





















mb

b

b

B

2

1

. (1.8) 

Матрица коэффициентов системы, дополненная столбцом сво-
бодных членов, называется расширенной матрицей системы. 

Метод обратной матрицы 

Этот метод можно применить для решения систем, состоящих 
из n  уравнений с n  неизвестными. Если матрица коэффициентов A  
является невырожденной, то столбец неизвестных X  можно найти по 
формуле  

 BAX 1 . (1.9) 

Таким образом, чтобы найти столбец неизвестных нужно найти 
матрицу, обратную матрице коэффициентов, и умножить ее на стол-
бец свободных членов. 

Метод Крамера 

Метод Крамера также можно применять только для систем, у 
которых число уравнений равно числу неизвестных и определитель 
матрицы коэффициентов отличен от нуля. Решение такой системы 
находится по формулам Крамера: 
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










 n
nxxx  ..., ,  , 2

2
1

1 , (1.10) 

где   – определитель матрицы A , i  – определитель, полученный из 
  заменой i-го столбца столбцом свободных членов.  

Метод Гаусса 

Метод Гаусса заключается в последовательном исключении неиз-
вестных и состоит из двух этапов: прямой ход –  посредством эквивалент-
ных преобразований система приводится к треугольному виду; обратный 
ход – решается полученная треугольная система, начиная с последнего 

уравнения. К эквивалентным  преобразованиям системы относятся:  
– умножение любого уравнения системы на произвольное, от-

личное от нуля, число; 

– замена местами строк системы;  

– прибавление к какому-либо уравнению системы любого дру-

гого уравнения системы, умноженного на некоторое число.  

Пример 1.6. Решить систему уравнений методом обратной мат-
рицы, с помощью формул Крамера и методом Гаусса: 

 












.1032

,43

,623

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Запишем систему в матричном виде BAX  , где 

 





















321

311

123

A ; 

















3

2

1

x

x

x

X ; 

















10

4

6

B . 

Вычислим 24det A . Так как он отличен от нуля, то существу-

ет обратная матрица 1A , которую найдем по формуле (1.6): 

 .

183

880

589

24

11





















A  

Пользуясь формулой (1.9), получим решение системы: 
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










































































1

2

3

24

48

72

24

1

10

4

6

183

880

589

24

1
X , 

откуда 1,2,3 321  xxx . 

Решим исходную систему методом Крамера. Выше было пока-
зано, что 24det  A . Найдем i  по формуле (1.3): 

 24

1021

411

623

;48

3101

341

163

;72

3210

314

126

321 












 . 

Далее, по формулам (1.10) получим:  

 .1
24

24
  ,2

24

48
  ,3

24

72 3
3

2
2

1
1 















 xxx  

Решим систему методом Гаусса. Прямой ход: 

Приведем расширенную матрицу системы к треугольному виду: 

~

24880

6030

10321

~

6123

4311

10321

~

10321

4311

6123

III3)(I

II1)(IIIII

































































 












































1100

2010

10321

~

3110

2010

10321

~ IIIII

1/8III

1/3)(II

. 

Обратный ход: 

Запишем систему по приведенной матрице: 

 












,1

,2

,1032

3

2

321

x

x

xxx

 

решая которую, получим   3132210,2,1 123  xxx . 

Окончательно имеем: 1,2,3 321  xxx . 
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Пример 1.7. Найти решение системы уравнений методом Гаусса: 

 












.362

,43

,252

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Осуществим эквивалентные преобразования строк 

расширенной матрицы системы, чтобы привести ее к треугольному 

виду:  

 























































3000

101650

2521

~

71650

101650

2521

~

3612

4113

2521

IIIIII2III

I3II . 

Получили уравнение 30  , значит система несовместна.  

2. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ 

И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

2.1. Векторы 

Вектором называется направленный отрезок, который обозна-
чается a . Вектор характеризуется направлением, координатами и мо-

дулем (длиной). 

Если начало вектора находится в точке );;( AAA zyxA , конец в 

точке );;( BBB zyxB , то координаты вектора определяются по формуле  

 ).;;();;( ABABAB zzyyxxzyxa   (2.1) 

Модуль вектора определяется по формуле  

 .222 zyxa   (2.2) 

Над векторами );;( 111 zyxa  и );;( 222 zyxb  можно совершать 

следующие линейные операции: 

– сложение (вычитание) );;( 212121 zzyyxxba  ; 

– умножение вектора на число );;( 111 czcycxac  , где c  – неко-

торое число. 
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Скалярным произведением двух векторов a  и b  называется чис-
ло, равное  

 .cosbaba   (2.3) 

Если заданы координаты векторов  111 ;; zyxa  и  222 ;; zyxb , то 

 .212121 zzyyxxba   (2.4) 

Свойства скалярного произведения: 

1) abba  ; 

2) );()( baba    

3) .)( cabacba   

Косинус угла между векторами );;( 111 zyxa  и );;( 222 zyxb  оп-

ределяется формулой 

 .cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx




  (2.5) 

Ортогональными называются вектора, лежащие на перпендику-
лярных прямых. 

Критерий ортогональности: два вектора ортогональны тогда и 

только тогда, когда  их скалярное произведение равно нулю: 0ba .  

Упорядоченная тройка векторов a , b , c  с общим началом в 

точке O  называется правой, если кратчайший поворот от вектора a  к 

вектору b  наблюдается с конца вектора c  происходящим против хода 
часовой стрелки (рис. 2.1). 

a
 b



c


 

Рис. 2.1 

Векторным произведением векторов a  и b  называется вектор c , 

обозначаемый bac  , который удовлетворяет следующим трем ус-
ловиям: 
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1) sinbac  ; (2.6) 

2) ac   и bc  ; 

3) тройка векторов a , b , c  – правая. 

Если заданы координаты векторов );;( 111 zyxa  и );;( 222 zyxb , то 

 









22

11

22

11

22

11

222

111 ;;
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx

kji

ba . (2.7) 

Свойства векторного произведения: 

1) abba  ; 

2) )()()( bababa   , где  – некоторое число; 

3) cabacba  )( . 

Коллинеарными называются вектора, которые лежат на парал-

лельных прямых или на одной прямой. Соответствующие координа-
ты коллинеарных векторов пропорциональны. 

Критерий коллинеарности: два вектора коллинеарны тогда и 

только тогда, когда  их векторное произведение равно нулю: 0ba .  

Геометрический смысл векторного произведения: площадь па-
раллелограмма, построенного на векторах a  и b , равна модулю век-

торного произведения этих векторов:  

 baS  . (2.8) 

Смешанным произведением векторов a , b , c  называется число 

  cba  . Если  заданы координаты векторов  111 ;; zyxa ,  222 ;; zyxb  

и  333 ,, zyxс , то  

 

333

222

111

)(

zyx

zyx

zyx

cba  . (2.9) 

Свойства смешанного произведения: 

1) )()( cbacba  ; 

2) bcaabccabbacacbcba  ; 
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3) если 0cba , то тройка векторов a , b , c  правая, если 0cba  – 

левая. 
Компланарными называются вектора, лежащие на параллельных 

плоскостях или на одной плоскости. 

Критерий компланарности: три вектора компланарны тогда и 

только тогда, когда их смешанное произведение равно нулю:  

0)(  cba .  

Геометрический смысл смешанного произведения: объем па-
раллелепипеда, построенного на векторах a , b , c , равен модулю сме-
шанного произведения этих векторов:  

   cbaV  . (2.10) 

Пример 2.1. Даны две точки  7;4;3 A ,  8;6;5 B . Найти коор-

динаты вектора AB  и координаты точки E  – середины отрезка AB . 

Решение. По формуле (2.1) получаем: 

    1;2;278;46;35 AB . Пусть  zyxE ;; , тогда 

4
2

35



x , 

 
5

2

46



y , 5,7

2

87



z . Таким образом, ко-

ординаты точки  5,7;5;4 E . 

Пример 2.2. Даны два вектора )2;7;8( a ,  8;11;7 b


. 

Найти угол между ними. 

Решение. По формуле (2.5) получаем: 

2

2

2117

117

8)11(7)2()7(8

8)2()11()7(78
cos

222222





 , 

тогда   = 45°. 

Пример 2.3. Доказать, что векторы  6;4;2 a ,  1;3;3b  

ортогональны.  

Решение. По формуле (2.4) находим: 

  0163432 ba . Согласно критерию ортогонально-

сти векторы a  и b  ортогональны. 

Пример 2.4. Даны два вектора  4;3;5 a ,  8;7;6 b . Найти 

векторное произведение ba . 

Решение. По формуле (2.7) получаем: 
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 kjikji

kji

ba 









 17164

76

35

86

45

87

43

876

435 .

Следовательно,  17;16;4ba . 

Пример 2.5. Вершины треугольника находятся в точках 
 3;1;1A ,  6;1;3 B ,  3;1;5 C . Вычислить площадь треугольника. 

Решение. Используя формулу (2.1), находим координаты векто-

ров AB  и AC : 

 3;2;2 AB ,  6;0;4 AC . Далее, по формуле (2.7) опреде-
лим ACAB : 

 8;24;12
04

22
;

64

32
;

60

32








 






 ACAB .  

Тогда 1428
2

1
784

2

1
82412

2

1

2

1 222  ACABS . 

Пример 2.6. Вычислить, при каких значениях   и   векторы 

kjia


37    и kjib 2   коллинеарны. 

Решение. Соответствующие координаты коллинеарных векто-

ров пропорциональны, т. е. 
2

37

1





, откуда находим 
2

3
  и 

3

14
 . 

Пример 2.7. Найти объем параллелепипеда, построенного на 
векторах  3;1;2a ,  1;3;1b ,  2;1;3c . 

Решение. По формуле (2.10) cbaV  . Используя формулу (2.9), 

найдем cba : 

13

213

131

312

cba . Следовательно, 1313 V . 

Пример 2.8. Доказать, что векторы  3;2;1 a ,  6;5;4 b , 

 9;7;5 c  компланарны. 
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Решение. Проверим выполнение условия компланарности. Так 

как 0

975

654

321






cba , то можно утверждать, что данные векторы 

компланарны.  
Пример 2.9. Вычислить объем треугольной пирамиды, вершины 

которой находятся в точках  4;1;6A ,  7;3;1 B ,  3;1;7C ,  5;2;2 D . 

Решение. Используя формулу (2.1), найдем координаты векто-

ров, на которых построена пирамида: 
 3;4;5 AB ,  9;3;4 AC ,  1;0;1 AD . 

3

23

101

934

345

6

1

6

1
ипедапараллелеппирамиды 





 VV . 

Пример 2.10. Выяснить, лежат ли точки  1;2;1 A ,  5;1;4B , 

 1;2;1C ,  3;1;6D  в одной плоскости.  

Решение. Используя формулу (2.1), найдем координаты векторов: 

 6;1;3 AB ,  2;0;2AC ,  4;1;5 AD . Теперь проверим вы-

полнение критерия компланарности. Так как 

0

415

202

613







ADACAB , то векторы компланарны, а значит, точки 

A, B, C, D лежат в одной плоскости. 

Пример 2.11. Выяснить, правой или левой будет тройка векто-

ров  0;4;3a ,  1;4;0 b ,  5;2;0c . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.9): 

66

520

140

043

cba .  

Согласно свойствам смешанного произведения знак «–» указы-

вает на то, что вектора a , b , c  образуют левую тройку. 
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2.2. Различные виды уравнений плоскости 

Вектор );;( CBAn  , перпендикулярный плоскости, называется 

ее нормальным вектором и определяет ориентацию плоскости в про-

странстве относительно системы координат. 
Виды уравнений плоскости: 

1) уравнение плоскости по точке  0000 ;; zyxM , лежащей в 

плоскости, и вектору нормали );;( CBAn  : 

       0000  zzCyyBxxA ; (2.11) 

2) общее уравнение плоскости: 

 0 DCzByAx ; (2.12) 

3) уравнение плоскости в «отрезках»:  

 1
c

z

b

y

a

x
, (2.13) 

где a, b, c – отрезки, отсекаемые плоскостью на осях координат; 
4) уравнение плоскости по трем точкам  1111 ;; zyxM , 

 2222 ;; zyxM ,  3333 ;; zyxM , лежащим в плоскости: 

 0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. (2.14) 

Косинус угла   между двумя плоскостями определяется как ко-

синус угла между нормальными векторами этих плоскостей 

);;( 1111 CBAn  и );;( 2222 CBAn : 

 .cos
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

CBACBA

CCBBAA

nn

nn









  (2.15) 

Расстояние d от точки  0000 ;; zyxM  до плоскости 

0 DCzByAx  вычисляется по формуле 

 .
222

000

CBA

DCzByAx
d




  (2.16) 
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Пример 2.12. Составить уравнение плоскости, проходящей че-
рез точку  2;3;20 M  перпендикулярно к вектору  2;4;5n . 

Решение. Запишем уравнение плоскости, воспользовавшись 

формулой (2.11):       0223425  zyx .  

Раскрыв скобки, получим: 02245  zyx . 

Пример 2.13. Составить уравнение плоскости, проходящей че-
рез начало координат и точки  с координатами  4;1;2  и   5;2;3 . 

Решение. По условию плоскость проходит через три точки 

 0;0;01M ,  4;1;22 M ,  5;2;33M . Воспользуемся формулой (2.14): 

zyx

zyxzyx

7223

523

412

050203

040102

000






. 

Следовательно, уравнение искомой плоскости имеет вид: 

07223  zyx . 

Пример 2.14. Составить уравнение плоскости, проходящей че-
рез точку  2;3;50M  и параллельной двум векторам  2;1;4a  и 

 1;3;5b . 

Решение. Координаты вектора нормали найдем как векторное 
произведение a  и b  по формуле (2.7): 

kji

kji

ba 765

135

214  . 

Теперь по формуле (2.11) составим уравнение плоскости: 

      0273655  zyx .  

Окончательно имеем: 07765  zyx . 

Пример 2.15. Найти угол между плоскостями 0322  zyx  

и 05  zx . 

Решение. Нормальные вектора исходных плоскостей )3;2;1(1 n  

и )1;0;1(2n . Воспользуемся формулой (2.15):  

7

72

28

4

1013)2(1

130)2(11
cos

222222





 . 

Тогда 
7

72
arccos . 
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Пример 2.16. Найти расстояние от точки  2;1;3A  до плоско-

сти 07636  zyx . 

Решение. По формуле (2.16) имеем: 

 
     

9

26

36936

7261336





d . 

2.3. Различные виды уравнений прямой в пространстве 

Вектор );;( pnms , параллельный данной прямой, называется ее 
направляющим вектором.  

Виды уравнений прямой в пространстве: 
1) каноническое уравнение прямой (по точке  0000 ;; zyxM  и 

направляющему вектору );;( pnms : 

 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






; (2.17) 

2) параметрические уравнения прямой: 

 












;0

0

0

ptzz

ntyy

mtxx

 (2.18) 

3) уравнение прямой, проходящей через две точки  1111 ;; zyxM  

и  2222 ;; zyxM : 

 
12

1

12

1

12

1

zz

zz

yy

yy

xx

xx












; (2.19) 

4) общее уравнение прямой (прямая является результатом пере-
сечения двух плоскостей): 

 







.0

0

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 (2.20)  

Решая эту систему, можно найти координаты точки  0000 ;; zyxM , 

лежащей на этой прямой, а координаты направляющего вектора вычис-
лить по формуле  
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222

11121

CBA

CBA

kji

nns  . (2.21) 

Косинус угла между двумя прямыми в пространстве определя-

ется как косинус угла между их направляющими векторами. 
Пример 2.17. Составить параметрические уравнения прямой, 

проходящей через точки  5;2;31 M  и  7;1;62M . 

Направляющим вектором прямой выберем вектор 

 2;3;321 MM . Следовательно, по формуле (2.18): 













.25

32

33

tz

ty

tx

 

Пример 2.18. Определить угол между прямыми 

2

4

1

3

2

5








 zyx

 и 
4

3

1

2

1 







zyx

.  

Решение. Направляющие вектора исходных прямых  2;1;21 s  и 

 4;1;12 s . Косинус угла между двумя прямыми в пространстве опре-
деляется как косинус угла между их направляющими векторами. Сле-
довательно, по формуле (2.5): 

   
54

67

69

7

411414

421112
cos 




 . 

Тогда 
54

67
arccos . 

2.4. Прямая на плоскости 

Различные виды уравнений прямой на плоскости: 
1) общее уравнение прямой: 

 0 CByAx ; (2.22) 

2) уравнение по точке  000 ; yxM  и угловому коэффициенту k, 

где  tgk  (  – угол наклона прямой к положительному направле-
нию оси Ox ): 

  00 xxkyy  ; (2.23) 
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3) уравнение прямой с угловым коэффициентом: 

 bkxy  ; (2.24) 

4) параметрические уравнения прямой: 

 







,0

0

ntyy

mtxx
 (2.25) 

где );( nms  – направляющий вектор прямой,  000 ; yxM  – точка, ле-
жащая на прямой; 

5) каноническое уравнение прямой: 

 ;00

n

yy

m

xx 



 (2.26) 

6) уравнение прямой в «отрезках по осям»: 

 ;1
b

y

a

x
 (2.27) 

7) уравнение прямой, проходящей через две точки: 

 .
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx








 (2.28) 

Тангенс угла между прямыми  11 bxky   и 22 bxky   опреде-
ляется по формуле 

 .
1

tg
21

12

kk

kk




  (2.29) 

Условие перпендикулярности двух прямых: 121 kk .    

Условие параллельности двух прямых: 21 kk  .    

Расстояние d  от точки  000 ; yxM  до прямой 0 CByAx  

вычисляется по формуле 

 
22

00

BA

CByAx
d




 . (2.30) 

Пример 2.19. Для прямой 01243  yx  записать ее уравнение 
в «отрезках по осям». 
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Решение. Преобразуем исходное уравнение прямой: 

1243  yx . Теперь правую и левую части равенства разделим на 12 : 

1
34





yx
. Получили уравнение прямой, которое соответствует урав-

нению (2.27). 

Пример 2.20. Составить уравнение прямой, проходящей через 
точки  5;2A  и  8;3B . 

Решение. По формуле (2.28) имеем: 
58

5

23

2






 yx

, откуда 

3

5

5

2 


 yx
. Окончательно получим 03153  yx . 

Пример 2.21. Доказать, что прямые 0132  yx  и 

0346  yx  взаимно перпендикулярны. 

Решение. Приведем уравнения исходных прямых к виду (2.24): 

3

1

3

2
 xy  и  

4

3

2

3
 xy . Запишем угловые коэффициенты: 

3

2
1 k  

и 
2

3
2 k . Так как 1

2

3

3

2
21 kk , то данные прямые перпендику-

лярны. 

3. ПРЕДЕЛЫ 

Если каждому натуральному числу n по определенному закону 

ставится в соответсятвие действительное число 
n

a , то говорят, что 

задана числовая последовательность  na . Например, 

 ,
1

,,
3

1
,

2

1
,1

1

nn










.  

Число a  называется пределом последовательности  
n

a , если 

для любого сколь угодно малого числа 0  найдется номер N (зави-
сящий от  ), такой, что для всех членов последовательности с номе-
рами Nn   выполняется неравенство . aan  При этом пишут 

aan
n




lim . Последовательность, имеющую предел, называют сходя-

щейся, в противном случае – расходящейся. Последовательность, 
предел которой равен нулю, называют бесконечно малой, а последо-
вательность, предел которой равен бесконечности, – бесконечно 



 23

большой. Например, 








n

1
 – бесконечно малая последовательность, 

так как 0
1

lim 
 nn

, а последовательность 




















n

2

3
 является бесконечно 

большой, так как .
2

3
lim 










n

n
  

Для сходящихся последовательностей  na  и  nb , таких, что 

aan
n




lim  и bbn
n




lim , имеют место следующие теоремы о пределах: 

baba nn
n




)(lim ; cacan
n




lim ; 

abba nn
n




lim ; 
).0,0(lim 


bnb

b

a

b

a
n

n

n

n
 

Число b называется пределом функции )(xfy   в точке а, если 

для любой последовательности  nx  значений аргумента, сходящейся 

к числу а, соответствующая последовательность значений функции 
 )( nxf  сходится к числу b. 

Из определения предела функции следует, что все теоремы о 
пределах последовательностей можно обобщить на случай предела 
функций. 

Первым замечательным пределом  называют предел вида  

 1
sin

lim
0


 x

x

x
. (3.1) 

Следствия первого замечательного предела: 

 1
sin

lim
0


 x

x

x
; (3.2) 

 m
x

mx

x




sin
lim

0
; (3.3) 

 
n

m

nx

mx

x


 sin

sin
lim

0
; (3.4) 

 1
tg

lim
0


 x

x

x
; (3.5) 

 1
arctg

lim
0


 x

x

x
; (3.6) 
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 1
arcsin

lim
0


 x

x

x
. (3.7) 

Вторым замечательным пределом  называют предел вида  

 71828,2)1(lim
1

1lim

1

0







 


ex

x
x

x

x

x
. (3.8) 

Следствия второго замечательного предела: 

 k
kx

x
e

x







 



1
1lim ; (3.9) 

 m
x

x
e

x

m







 


1lim ; (3.10) 

 
ax

xa

x ln

1)1(log
lim

0





; (3.11) 

 a
x

a x

x
ln

1
lim

0





; (3.12) 

 1
1

lim
0




 x

ex

x
; (3.13) 

 1
)1ln(

lim
0




 x

x

x
. (3.14) 

Функция )(x   называется бесконечно малой при ax  , ес-
ли .0)(lim 


x

ax
 Если отношение двух бесконечно малых )(x  и )(x  

стремится к единице при ax  , то  )(x  и )(x  называются эквива-

лентными бесконечно малыми при ax  , что обозначается так: 
)(~)( xx   при ax  . 

На основании приведенных определений, а также первого и вто-
рого замечательных пределов и их следствий, можно записать сле-
дующие соотношения эквивалентности при 0x : 

 xx ~sin ; (3.15) 

 xx ~tg ; (3.16) 

 
a

x
x

a
ln

~)1(log  ; (3.17) 
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 xx ~)1ln(  ; (3.18) 

 nxxn ~11  ; (3.19) 

 xx ~arcsin ; (3.20) 

 xx ~arctg ; (3.21) 

 axa x ln~1 ; (3.22) 

 xe x ~1 ; (3.23) 

 bxx b ~1)1(  ; (3.24) 

 
2

~cos1
2x

x . (3.25) 

Техника вычисления пределов 

При нахождении предела ,
)(

)(
lim

xg

xf

ax
 когда )(xf  и )(xg  – беско-

нечно малые (бесконечно большие) функции при ax  , принято го-

ворить, что отношение 
)(

)(

xg

xf
 при ax   представляет собой неопре-

деленность вида 







0

0
 (соответственно, 










). Аналогично вводятся 

неопределенности вида   ,  0 , а также  1 ,  00  и  0 , ко-

торые встречаются при нахождении пределов ))()((lim xgxf
ax




, 

)()(lim xgxf
ax

 и )())((lim xg

ax
xf


. Отыскание предела в таких случаях на-

зывают раскрытием неопределенности. 

1. Раскрытие неопределенностей вида 









. 

К таким неопределенностям приводит, как правило, вычисление  

пределов вида ,
)(

)(
lim

xQ

xP

x 
 где P(x) и Q(x) – функции целой или дробной 

степени переменной х. Для вычисления пределов такого вида необхо-
димо числитель и знаменатель дроби разделить на х в наивысшей сте-
пени, содержащейся во всем выражении. 

Пример 3.1. Вычислить предел: 

а) 
xx

xx

x 52

423
lim

3

3





; б) 

24 542

)3)(12(
lim

xxx

xx

x 




. 
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Решение: а) При подстановке предельного значения в функцию 

получаем неопределенность 









. Разделим числитель и знаменатель 

дроби на 3x : 

;
2

3

02

003

5
2

42
3

lim
52

423
lim

2

32

3

3


























x

xx

xx

xx

xx
 

б) Разделим числитель и знаменатель на 2x : 

 

























2

2

2

424 542

312

lim
542

)3)(12(
lim

x

x

x

xx

x

x

x

x

xxx

xx

xx
 

 .
3

1

6

2

51

12

5
42

1

3
1

1
2

lim

5
42

3
1

1
2

lim

434

4














 





 












 





 




xx

xx

x

xx

xx

xx
 

Если деление на старшую степень представляется затрудни-

тельным, то при вычислении предела вида 
)(

)(
lim

xQ

xP

x 
 можно восполь-

зоваться следующим правилом:  
– предел равен нулю, если степень числителя меньше степени 

знаменателя; 
– предел равен бесконечности, если степень числителя больше 

степени знаменателя; 
– предел равен отношению коэффициентов при старших степе-

нях, если степени числителя  и знаменателя равны. 

Пример 3.2. Вычислить предел 
nnn

nnn

n 86

532
lim

3 44





. 

Решение. Старшая степень числителя 34)1,34,41max( k , 

старшая степень знаменателя 
2

1
1)1,

2

1
1max( m . Так как ,

2

1
134   

то 0
86

532
lim

3 44





 nnn

nnn

x
. 
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Пример 3.3. Вычислить предел 
)!1()!1(

)!2(
lim




 nn

n

n
. 

Решение. Необходимо напомнить, что nn  ...321! , 

)1(!)!1(  nnn . Тогда 

 







 )1)1(()!1(

)2)(1()!1(
lim

)!1()!1(

)!2(
lim

nnn

nnnn

nn

n

nn
 

 




















 1

23
lim

)1()!1(

)23()!1(
lim

2

23

2

23

nn

nnn

nnn

nnnn

nn
. 

 

2. Раскрытие неопределенностей вида 







0

0
. 

2.1. Пределы вида ,
)(

)(
lim

xQ

xP

m

n

ax
 где )(xP

n
 и )(xQ

m
 – многочлены 

степени, соответственно, n и m. Общий прием в таких случаях – раз-
делить числитель и знаменатель дроби на бином (x – a), после чего 

опять подставить предельное значение. Если неопределенность со-

храняется, процедуру повторить. Во многих случаях удается выде-
лить в числителе и знаменателе критический множитель (x – a), при-

меняя алгебраические преобразования, формулы сокращенного ум-

ножения и разложение на множители квадратного трехчлена:  
))((22 bababa  ; 

))(( 2233 babababa  ; 
222 2)( bababa  ; 

))(( 2233 babababa  ; 
222 2)( bababa  ; 

))((
21

2 xxxxacbxax  , 

где ,
2

2,1
a

Db
x


 acbD 42  . 

Пример 3.4. Вычислить 
443

1032
lim

2

3

2 


 xx

xx

x
. 

Решение. Разделим числитель на знаменатель в столбик: 
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1032 3  xx  2x

.542 2  xx23 42 xx 

1034 2  xx  

xx 84 2   

105 x  

105 x  

0  

– 

– 

– 

 
Найдем корни квадратного трехчлена, стоящего в знаменателе, 

и разложим его на множители: )2)(32(3443 2  xxxx . Тогда 

.
2

21

23

542
lim

)2)(32(3

)2)(542(
lim

0

0

443

1032
lim

2

2

2

22

3

2




















 x

xx

xx

xxx

xx

xx

xxx

 

2.2. Пределы вида ,
)(

)(
lim

xQ

xP

ax
 где )(xP  и )(xQ  – функции, со-

держащие иррациональность.  

Пример 3.5. Вычислить предел 
27

323
lim

33 


 x

x

x
. 

Решение. Домножим числитель и знаменатель дроби на выра-
жение, сопряженное к числителю, а выражение 273 x  разложим на 
множители: 

 














 )323)(27(

)323)(323(
lim

0

0

27

323
lim

3333 xx

xx

x

x

xx
 











 )323)(93)(3(

26
lim

)323)(93)(3(

)32(3
lim

232

2

3 xxxx

x

xxxx

x

xx











 )323)(93(

2
lim

)323)(93)(3(

)3(2
lim

2323 xxxxxxx

x

xx
 

 .
81

1

627

2

)3323)(9333(

2
lim

23









x

 

2.3. Пределы, содержащие тригонометрические функции, ре-
шаются сведением к первому замечательному пределу (3.1) с помо-

щью преобразований тригонометрических выражений, а также деле-
ния числителя и знаменателя на х в соответствующей степени. 
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Пример 3.6. Вычислить предел 
x

xx

x 4cos1

3sin
lim

0 
. 

Решение. Воспользуемся формулой 
2

sin2cos1 2   , а затем 

разделим числитель и знаменатель дроби на x2
: 












 

2

20200 2sin

3sin

lim
2

1

2

4
sin2

3sin
lim

0

0

4cos1

3sin
lim

x

x

x

x

x

x

x

xx

x

xx

xxx
 

=[применим следствие (3.3)]
8

3

2

3

2

1

2sin

3sin

lim
2

1
220













x

x

x

x

x
. 

Этот же предел можно вычислить, воспользовавшись эквива-
лентными бесконечно малыми (3.15) и (3.25): 

  .
8

3

8

3
lim

216

3
lim

2

4
~4cos1

3~3sin

0

0

4cos1

3sin
lim

2

2

020

2

0































  x

x

x

xx
x

x

xx

x

xx

xxx

 

Эквивалентные бесконечно малые также удобно применять при 

нахождении пределов, содержащих логарифмические и показатель-

ные функции. 

Пример 3.7. Вычислить предел: 

а) 
)12ln(

3arctg5arcsin
lim

2

22

0 


 x

xx

x
; б) 

x

xx

x

2

0

32
lim




. 

Решение: а) Воспользуемся эквивалентными бесконечно малы-

ми (3.18), (3.20), (3.21): 

  

































22

22

22

2

22

0

2~)12ln(

3~3arctg

5~5arcsin

0

0

)12ln(

3arctg5arcsin
lim

xx

xx

xx

x

xx

x
  

;7
2

14

2

95
lim

2

22

0





 x

xx

x
 

б) Для того чтобы воспользоваться формулой (3.22), в числите-
ле дроби добавим и отнимем единицу: 
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



























 





 3ln2~13

2ln~12)13()12(
lim

0

032
lim

2

2

0

2

0 x

x

xx x

xxx

x

xx

x
 










)3ln22(ln
)3ln22(ln

lim
3ln22ln

lim
00 x

x

x

xx

xx
 

.18ln32ln)3ln2(ln 22   

Пример 3.8. Вычислить предел: 

а) 
22 4

)2sin(
lim

x

x

x 



; б) 

x

x

x  
3tg

lim . 

Решение: а) Так как 0)2sin( x  при 2x , то можно приме-
нить формулу (3.15):  

  















 )2)(2(

2
lim2~)2sin(

0

0

4

)2sin(
lim

222 xx

x
xx

x

x

xx
 

 
4

1

2

1
lim

2






 xx

; 

б) При подстановке x  получаем неопределенность 







0

0
. 

Сделаем замену xt   . Тогда tx   , причем 0t  при x .  


















  t

t

t

t

t

t

x

x

tttx

)3(tg
lim

)33(tg
lim

)(3tg
lim

0

03tg
lim

000
 

 .3
3

lim
0при

3~)3(tg

0

















 t

t

t

tt

t
 

3. Раскрытие неопределенностей вида   . 

Пример 3.9. Вычислить предел  xxx
x




22 1lim . 

Решение. Имеем неопределенность   . Умножим и разде-
лим выражение на сопряженный множитель ).1( 22 xxx   

Получим: 

     







 xxx

xxxxxx
xxx

xx 22

2222
22

1

11
lim1lim  

 




















 xxx

x

xxx

xxx

xx 2222

22

1

1
lim

1

)(1
lim  
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2

1

11

1

1
1

1
1

1
1

lim

2












xx

x
x

. 

4. Неопределенности вида  0  часто удается свести к неопре-

деленностям 







0

0
 или 










. 

Пример 3.10. Вычислить предел: 

а) 
5

ctg3arcsinlim
0

x
x

x



; б) 

x
x

x

1
sinlim


. 

Решение: а) При подстановке значения 0x  в функцию полу-
чаем неопределенность  0 . Воспользуемся формулой 

1ctgtg   . Тогда 

























5

~
5

tg

3~3arcsin

0

0

5
tg

3arcsin
lim

5
ctg3arcsinlim

00
xx

xx

x

xx
x

xx
 

 1553
5

3
lim

0


 x

x

x
; 

б) Принимая во внимание, что 
x

x
1

1
 , имеем: 

      
1

1

1
lim

0
1как так

,1~1sin

0

0

1

1sin
lim0

1
sinlim 

























 x

x

x

xx

x

x

x
x

xxx
. 

5. Неопределенности вида  1  с помощью преобразований при-

водятся ко второму замечательному пределу (3.8). 

Пример 3.11. Вычислить предел 

53

32

12
lim













 x

x x

x
. 

Решение. Так как 1
2

2

32

12

lim
32

12
lim 





















xx

x
xx

x

x

x

xx
, а 




)53(lim x
x

, то имеем неопределенность )1(  . Выделим в числи-



 32

теле выражение, равное знаменателю, и разделим почленно числи-
тель на знаменатель: 

  
535353

32

2
1lim

32

2)32(
lim1

32

12
lim











































 x

x

x

x

x

x xx

x

x

x
. 

Приведем это выражение к виду  

 x

x x















1

1lim , чтобы ис-

пользовать второй замечательный предел e
x

x

x







 



1
1lim .  



































 
















32

)53(232

)53(2

2

32
53

lim
32

2
1lim

32

2
1lim x

x

x

x

x
x

x

x

x
e

xx

32

6

32

106
lim 





  eee x

x

x . 

Для раскрытия неопределенности )1(   можно также воспользо-

ваться формулой 

     .)1()(lim )(1)(lim)(
exu xvxuxv

ax
ax




  (3.26) 

Пример 3.12. Вычислить предел   x

x
x

2sin1

0
3coslim


. 

Решение. Воспользуемся формулой (3.26) и эквивалентными 
бесконечно малыми (3.15) и (3.25): 

      







 x
x

x

x

xex
20

2
sin

1
13coslim

sin1

0
13coslim  

 
9

29
29

lim

22

2

1

~sin

2

3
~13cos

2

2

e
ee

xx

x
x

x

x

x 

















 
 . 

Для раскрытия неопределенностей вида )0( 0  и )( 0  применяют 
правило Лопиталя, которое будет рассмотрено ниже. 
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4. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

ФУНКЦИИ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 

4.1. Таблица  производных. Правила дифференцирования 

Пусть )(xuu  , )(xvv   – некоторые функции аргумента х. Пра-
вила дифференцирования: 

 ;)( uCCu   (4.1) 

   vuvu  ; (4.2) 

   vuvuuv  ; (4.3) 

 
2v

vuvu

v

u 











. (4.4) 

Таблица производных: 

1. 0c .     11.   .
sin

1
ctg

2
u

u
u   

2. 1x .     12.   .
1

1
arcsin

2
u

u
u 


  

3.   .1uuu 
     13.   .

1

1
arccos

2
u

u
u 


  

4.   .uee uu 


    14.   .
1

1
arctg

2
u

u
u 


  

5.   .ln uaaa uu 


   15.   .
1

1
arcctg

2
u

u
u 


  

6.   .
1

ln u
u

u      16.   .shch uuu   

7.   .
ln

1
log u

au
ua

    17.   .chsh uuu   

8.   .cossin uuu     18.   .
ch

1
th

2
u

u
u   

9.   .sincos uuu     19.   .
sh

1
cth

2
u

u
u   

10.   .
cos

1
tg

2
u

u
u   
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Пример 4.1. Найти производные функций: 

а) 
x

x

x
xxy

2

3

4 34

3

2
52  ;  б)   xxy arctg12  ; 

в) xy 2sin3 ;     г) 
2

2 )1ln(

x

x
y


 . 

Решение: а) Преобразуем функцию, введя дробные и отрица-
тельные показатели степени, а затем применим формулы (4.1) и (4.2), 

а также равенства (1–3) таблицы производных: 

   







   21432334

2

3
33405834

3

2
52 xxxxxxxy  

 x
x

x
2

912
58

4

3  ; 

б) Используем таблицу производных и формулу (4.3): 

          





 xxxxxxy arctg1arctg1arctg1 222   

   ;1arctg2
1

1
1arctg2

2

2 


 xx
x

xxx  

в)          





 xxxxy 2sin2sin32sin2sin
233  

   xxxxxxx 2cos2sin622cos2sin322cos2sin3 222  . 

Здесь сначала взята производная степенной функции с основа-
нием x2sin , затем производная синуса и на последнем этапе произ-
водная его аргумента. Нет необходимости расписывать все эти дейст-
вия подробно, результат можно записать сразу, т. е. 

22cos2sin3 2   xxy . 

Здесь фигурными скобками выделены указанные производные; 
г) Воспользуемся формулой (4.4): 

 
   

 









22

2222 )1ln()1ln(

x

xxxx
y  
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 






4

2

2

3

4

22

2
)1ln(2

1

2
2)1ln(2

1

1

x

xx
x

x

x

xxxx
x  

 
3

2

2

)1ln(2

)1(

2

x

x

xx





 . 

Логарифмическое дифференцирование. Производные 
неявных функций и функций, заданных параметрически 

Логарифмическое дифференцирование заключается в том, что 

сначала данную функцию логарифмируют, а затем уже приступают к 

дифференцированию. Оно используется при нахождении производ-

ной показательно-степенной функции )()( xvxuy  . Его также целесо-

образно применять, когда заданная функция содержит операции ум-

ножения, деления, возведения в степень и извлечения корня. При 

этом используются свойства логарифмов: 

uvuvu
v

u
vuuv v lnln;lnlnln;lnlnln  . 

Пример 4.2. Найти производную функции   x
xy

sin
cos .           

Решение  
1. Логарифмируем данную функцию по основанию e :  

   x
xy

sin
coslnln  . 

2. Воспользовавшись свойством логарифма uvuv lnln  , получим: 

  xxy coslnsinln  . 

3. Дифференцируем обе части этого равенства по x , учитывая, 

что y  есть функция аргумента x , и обращая внимание на правую 

часть равенства, где записано произведение двух функций: 

   )sin(
cos

1
sincoslncos

1
x

x
xxxy

y
 . 

   xxxx
y

y
tgsincoslncos 


. 



 36

4. Умножим обе части последнего равенства на y  и, учитывая, 

что   x
xy

sin
cos , получаем: 

    xxxxxy
x

tgsin)ln(coscoscos
sin  . 

Если зависимость между переменными x  и y  задана уравнени-

ем ),(Ф),( yxyxF  , то говорят, что функция )(xy  задана неявно. Для 

нахождения производной xy  такой функции дифференцируют обе 
части данного уравнения по x  и получают уравнение относитель-

но xy . Затем из этого уравнения находят xy . 
Пример 4.3. Найти производную xy  неявной функции, задан-

ной уравнением  12 233  yxyx .  

Решение 
1. Дифференцируем обе части уравнения по переменной x , счи-

тая y  функцией аргумента x  (тогда 1x , а xyy  ). Получим: 

  022313 222  xx yxxyyyx . 

2. Раскроем скобки и приведем подобные слагаемые. Затем пе-
ренесем слагаемые, содержащие xy , в левую сторону и вынесем xy  за 
скобки:  

  222 3423 xxyyxy x  . Отсюда 
22

2

23

34

xy

xxy
yx 


 . 

Функция )(xy  является заданной параметрически, если x  и y  

заданы как функции параметра t: 








)(

)(

tyy

txx
 . 

Если )(tx  и )(ty  – дифференцируемые функции и 0tx , то 

производная xy  может быть найдена по формуле 

 
)(

)(

tx

ty
y

t

t
x 


 . (4.5) 

Пример 4.4. Найти производную xy  функции, заданной пара-

метрически  









 .

arctg

t

t

ey

ex
           

Решение. Найдем tx  и ty : 
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  t

t
t

t
t

e

e
e

e
x

22 11

1





 ,  

  tt
t eey   1 . 

Воспользовавшись формулой (4.5), получаем: 

1
)1(

1
: 2

2

2









 


 t

t

tt

t

tt

t

t
t

x e
e

ee

e

ee

e

e
ey . 

4.2. Правило Лопиталя 

Пусть )(xf  и )(xg  – дифференцируемые функции. Если )(xf  и 

)(xg  являются бесконечно большими или бесконечно малыми при 

ax  , тогда  

 
)(

)(
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 





 (4.6) 

при условии, что предел отношения производных существует. 
Когда отношение производных приводит снова к неопределен-

ности вида 







0

0
 или 










, то правило Лопиталя применяют к этому 

отношению еще раз. Перед его повторным применением рекоменду-
ется произвести все допустимые упрощения. 

Пример 4.5. Вычислить пределы: 

а) 
)ln(cos

)ln(cos
lim

0 nx

mx

x
; б) 










 xxx

1

sh

1
lim

0
; 

в) )1ln(lnlim
01




xx
x

; г)   x

x
x

12 1lim 


. 

Решение:  

а)  
 


















nnx

nx

mmx
mx

nx

mx

nx

mx

xxx
)sin(

cos

1

)sin(
cos

1

lim
)ln(cos

)ln(cos
lim

0

0

)ln(cos

)ln(cos
lim

000
  

2

2

00
lim

~tg

~tg

0

0

tg

tg
lim

n

m

nx

mx

n

m

nxnx

mxmx

nx

mx

n

m

xx



















; 



 38

б) Имеем неопределенность вида   , которую, приведя 

разность к общему знаменателю, сведем к неопределенности 







0

0
 и 

воспользуемся правилом Лопиталя дважды: 

 
























 0

0

chsh

ch1
lim

sh

sh
lim

1

sh

1
lim

000 xxx

x

xx

xx

xx xxx
  

 
 

 
0

2

0

shchch

sh
lim

chsh

ch1
lim

00










 xxxx

x

xxx

x

xx
; 

в) При подстановке значения 1x  в функцию получаем неоп-
ределенность вида  0 , которую можно свести к неопределенности 









0

0
 или 










 с помощью алгебраических преобразований, а затем 

применить правило Лопиталя: 

 
   




















x
x

x

x

x
xx

xxx 1
ln

1

1

lim
ln

)1ln(
lim)1ln(lnlim

20110101
  

 
 
 

0
1

1
ln2ln

lim
1

ln
lim

0

0

1

ln
lim

2

01

2

01

2

01




















x
xxx

x

xx

x

xx

xxx
; 

г) Имеем неопределенность  вида  0 , которую можно свести к 

неопределенности  0  с помощью тождества uvv eu ln : 

     
x

x
x

x

x

x

xx eex

1ln
lim1ln12

2

21

lim1lim





 . 

Здесь знак предела и знак функции поменяли местами на осно-
вании непрерывности показательной функции. 

Вычислим: 

 
0

2

2
lim

1

2
lim

1

2
1

1

1ln
lim

2

22






























 xx

x
x

x

x

x

xxx
. 

Таким образом,   11lim 012 


ex
x

x
. 

Аналогичным образом раскрываются неопределенности  00  и  1 . 
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4.3. Приложение производной к исследованию функций 

Монотонность и локальные экстремумы функции 

 Монотонной на интервале (a; b) называется функция, которая 
не возрастает (не убывает) всюду на данном интервале. 

Признак монотонности функции: функция )(xf , дифференци-

руемая на интервале (a; b), не убывает (не возрастает) на этом интер-
вале тогда и только тогда, когда 0)(  xf   0)(  xf  всюду на этом 

интервале. 
Необходимое условие экстремума: если функция )(xf  имеет 

локальный экстремум в точке 0x , то ее производная в этой точке рав-

на нулю или не существует. 
Внутренние точки области определения функции )(xf , в кото-

рых производная функции равна нулю или не существует, называют-
ся критическими точками. 

Первое достаточное условие экстремума: если функция )(xf  

дифференцируема в некоторой окрестности критической точки 0x , 

кроме, может быть, самой точки 0x , а ее производная )(xf   при пере-
ходе через эту точку меняят знак с «+» на «–» (с «–» на «+»), то в точ-

ке 0x  функция имеет локальный максимум (минимум). 

Второе достаточное условие экстремума: если в критической 

точке 0x  функция )(xf  дважды дифференцируема и 0)( 0  xf  

 0)( 0  xf , то в этой точке функция имеет локальный максимум 

(минимум). 

Пример 4.6. Найти интервалы монотонности и точки экстрему-

ма функции 
3 2

3
x

x
y  . 

Решение. Вычислим производную: 

3

3

3

3132

3

2

3

2

3

1

3

2

3

1

3 x

x

x
xx

x
y











   .  

Найдем критические точки, приравняв к нулю числитель и зна-
менатель: 

,802 1
3  xx   

00 2
3  xx . 

Обе эти точки являются критическими, так как являются внут-
ренними точками области определения функции. 
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Определим знак производной на каждом из интервалов )0;( , 

(0; 8) и );8(  : 

0 8

+ – +знак y  

y  
Функция возрастает на интервалах )0;(  и );8(   и убывает 

на интервале )8;0( . При переходе через точку 0x  производная ме-
няет знак с «+» на «–», следовательно, в этой точке достигается ло-
кальный максимум, 0max y . При переходе через точку 8x  произ-
водная меняет знак с «–» на «+», значит, 8x  – точка минимума, 

3

4
4

3

8
8

3

8 3 2
min y . 

Наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке 
Чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции )(xf  

на отрезке [a; b], на котором она непрерывна, надо: найти критиче-
ские точки, принадлежашие интервалу (a; b), и вычислить значения 
функции в этих точках; вычислить значения функции в граничных 
точках отрезка, т. е. )(af  и )(bf ; из всех полученных значений вы-

брать наименьшее и наибольшее. 
Пример 4.7. Найти наибольшее и наименьшее значения функ-

ции 155 345  xxxy  на отрезке [1; 2].  

Решение. Вычислим производную функции и найдем критиче-
ские точки.  

)34(515205 22234  xxxxxxy .  

Производная обращается в ноль в точках 01 x , 12 x  и 33 x , 

но  2;13 x . Следовательно, вычисляем значение функции в кри-

тических точках 01 x , 12 x , а также на концах отрезка. Получим: 

1)0( f , 21551)1( f , 101551)1( f , 

718516532)2( f . Таким образом, в точке 1x  функция 

принимает наибольшее значение 2)1(наиб  ff , а в точке 1x  она 
принимает наименьшее значение 10)1(наим  ff . 

Интервалы выпуклости и вогнутости. Точки перегиба 

Кривая выпукла (вогнута) на интервале (a; b), если все точки 
кривой лежат ниже (выше) любой ее касательной на этом интервале. 

Условие выпуклости (вогнутости):  если функция )(xf  на интер-

вале (a; b) дважды дифференцируема и 0)(  xf  ( 0)(  xf ) всюду на 
этом интервале, то график функции выпуклый (вогнутый) на (a; b).  
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Точка, отделяющая промежутки выпуклости и вогнутости кри-
вой друг от друга, называется точкой перегиба. 

Достаточное условие существования точки перегиба: если при 

0xx   вторая производная функции )(xf  не существует или равна 
нулю и при переходе через 0xx   вторая производная )(xf   меняет 
знак, то точка с абсциссой 0x  есть точка перегиба графика функции 

)(xf . 

Пример 4.8. Найти интервалы выпуклости и вогнутости и точки 

перегиба графика функции xxxxy 35,76 456  . 

Решение. Найдем вторую производную заданной функции: 

    


 33030635,76 345456 xxxxxxxy

   31309012030 2234  xxxxxx . 

Вторая производная обращается в ноль в точках 01 x , 12 x  и 

33 x . Все эти точки принадлежат области определения функции, 

0)0( f , 5,5)1( f , 5,112)3( f . Исследуем знак второй производной: 

0 3

+ – + знак y   

y 

+

1
 

Отсюда заключаем, что график функции является выпуклым на 
интервале (1; 3), вогнутым на интервалах  ,0;  (0; 1) и  ;3 . 

Точки (1; 5,5) и (3; 112,5) являются точками перегиба. Точка (0; 0) не 
является точкой перегиба. 
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ВАРИАНТЫ ПРАКТИЧЕСКИХ ТЕСТОВЫХ ЗАДАНИЙ 

Вариант 1 

1. Найти значение многочлена )(Af , если 12)( 2  xxxf , 












02

13
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 













.722

,113

,432

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Выяснить, лежат ли точки  1;2;1 A ,  5;1;2B ,  1;2;1C , 

 3;1;6D  в одной плоскости. 

4. Найти расстояние от точки  0;3;7 A  до плоскости 

013235  zyx . 

5. Вычислить пределы: 

а)  
 !1!

!1
lim




 nn

n

n
; б) 

87

529
lim

28 


 xx

x

x
; 

в) 
x

xx

x 4cos1

sin2
lim

0 
; г)  14

1

2

)12(lim 


 x

x
x . 

6. Вычислить производную xy : 

а) 
2

3 5
23

x
xy  ; б) xxy 22 ln ; 

в) 
2

cos3 x
y  ; г)   x

xy
arcsin

sin . 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
20 1

23
lim

xx

xx

x 




; б)  x

x
x ln216lim 


. 

8. Найти точки экстремума функции xxy ln2 2  . 

Ответы: 1. 







 12

12
. 2. (1; 3; –1). 3. Нет. 4. 

38

39
. 5. а) –1; б) 

9

2
; 

в) 
4

1
; г) e4

. 7. а) 
2

3
ln ; б) .3e  8. 

2

1
x точка минимума, 2ln

2

1
min y . 



 43

Вариант 2 

1. Вычислить CBAT 3 , если 









21

32
A , 











141

023
B , 












312

021
C . 

2. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 













.344

,42

,322

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Проверить, будут ли векторы  5;2;3 a ,  1;2;3b


 орто-

гональны. 

4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

 7;3;30 M  и параллельной двум векторам:  2;3;4 a  и 

 5;3;2 b . 

5. Вычислить пределы: 

а) 
xx

xx

x 27

163
lim

3

3





; 

б)  12lim 33 


nnn
n

; 

в) 
x

x

x 7sin

)61ln(
lim

0




; г) 
64

472
lim

3

2

4 


 x

xx

x
. 

6. Вычислить производную xy : 

а) 
4

34 5
32

x
xxxy  ; б) )13(sin4  xy ; 

в) xey x 4tg3  ; г)   x
xy sin . 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
3 3

)5ln(
lim




 x

x

x
; б)   1

01
1lim




 x

x
x . 

8. Найти точки экстремума функции  3 22 1 xy . 

 

Ответы: 1. 







1115

1610
. 2. (1; –3; –1). 3. Нет. 4. 0336169  zyx . 

5. а) 3/7; б) 0; в) 6/7; г) 3/16. 7. а) 0; б) 1. 8.  0x точка максимума, 1x  и 

 1x точки минимума, 0,1 minmax  yy . 
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Вариант 3 

1. Найти значение многочлена )(Af , если 23)( 2  xxxf , 











23

21
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом обратной мат-
рицы: 













.325

,642

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Даны два вектора  5;3;1 a ,  8;7;4 b


. Найти коорди-

наты векторного произведения ba . 

4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 

 0;7;20 M  перпендикулярно к вектору  4;1;3 n . 

5. Вычислить пределы: 

а)    
42

11
lim

2

33




 n

nn

n
; б) 

52

35

35
lim













 n

n n

n
; 

в) 
123

33
lim

2

23

1 


 xx

xxx

x
; г) 

x

e x

x 2arcsin

1
lim

3

0




. 

6. Вычислить производную xy : 
а)  32ln32  xxy ; б) xy 2arcsin ; 

в) yxexy 
22 ; г) 











.sin3

cos2

2

2

ty

tx
 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) x

x
ex 01,02lim 


 ; б) x

x
x1lim


. 

8. Найти промежутки монотонности функции 
2

3 4

x

x
y


 . 

 

Ответы: 1. 










60

06
. 2. (0; –7; 5). 3. (–11; –28; –19). 

4. 0143  zyx . 5. а) 3; б) 512e ; в) 2; г) 3/2. 7. а) 0; б) 1. 

8. Возрастает на )0;(  и );2(  , убывает на )2;0( . 
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Вариант 4 

1. Найти обратную матрицу 1A , если 










32

21
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 













.53

,12452

,9233

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3.  Найти угол между векторами  1;1;3a  и  5;1;1b


. 

4. Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 

 4;1;2A ,  5;2;3B ,  3;1;0 C . 

5. Вычислить пределы: 

а) 










x

x

x

x 1
lim

2

3

; б) 

13

42

1
lim













 x

x x

x
; 

в)  nn
n




1lim 2 ; г) 
)2(arctg

42
lim

2 


 x

x

x
. 

6. Вычислить производную xy : 

а) 5 2

2
3

1

4

2

5
x

xx
y 


 ; 

б) xxy ln2cos  ; 

в) )32(tg5 xy  ; 
г) 

 







 

.15
3

5

ty

tex t

 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
x

x

x 3cos

sin21
lim

6




; б)  x
x

xsinlim
0

. 

8. Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

52 24  xxy  на отрезке  2;2 . 

 

Ответы: 1. 







 7172

7273
. 2. (–1; –2; 0). 3. .

11

3
arccos  

4. 043127  zyx . 5. а) –1; б) 0; в)  ; г) 2. 7. а) 33 ; б) 1. 

8. 13)2()2(наиб  fff , 4)1()1(наим  fff . 
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Вариант 5 

1. Найти значение многочлена )(Af , если 143)( 2  xxxf , 












31

20
A . 

2. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 














.534

,2

,4638

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3.  Вершины треугольника находятся в точках  3;1;1 A , 

 4;1;5B ,  2;1;3 C . Вычислить его площадь. 

4. Составить уравнение прямой, параллельной вектору  5;2s  

и проходящей через точку  5;30 M . 

5. Вычислить пределы: 

а)    
   22

22

33

33
lim

nn

nn

n 



; б) 

8

22
lim

32 


 x

xx

x
; 

в) 

13

42

12
lim













 x

x x

x
; г) 

2

3

0 sin
lim

xx

ee xx

x 



. 

6. Вычислить производную xy : 

а) 74 63
2

xx
x

y  ; б)    54
312  xxy ; 

в)  xy 2cos2ln  ; г) 1
75

22


yx

. 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
x

x

x 3cos1

5cos1
lim

0 



; 

б) )1ln(

1

0
lim 



xe

x
x . 

8. Найти точки экстремума функции 
 21

12





x

x
y . 

 

Ответы: 1. 










225

107
. 2. (1; 6; 5). 3. 206 . 4. 

5

5

2

3 



 yx

. 

5. а)  ; б) –1/48; в) 215e ; г) –2. 7. а) 925 ; б) e . 8.  0x точка мини-

мума, 1min y . 



 47

Вариант 6 

1. Даны матрицы 









104

213
A , 











11

42
B , 







 


224

103
C . 

Найти значение TT CBA 2 . 

2. Решить систему линейных уравнений методом обратной мат-
рицы: 













.92

,6243

,12423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Вычислить, при каких значениях   и   векторы kjia 35   

и kjib  22  коллинеарны. 

4. Найти угол между прямыми 032  yx  и 0532  yx .  

5. Вычислить пределы: 

а)  nnn
n




)5(lim ; б) 
12

23
lim

2

3

1 


 xx

xx

x
; 

в) 
2

tg
lim

2 


 x

x

x
; г) 

4

2

2 1
lim

n

n n

n







 


. 

6. Вычислить производную xy : 

а) 
 

xx
x

y 


 2

4
3

4

4
; б) 

2

4arctg

x

x
y  ; 

в)  1tg 35  xy ; г)   x
xy

ln
1 . 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 

2

5
ctg

lim
0 x

x

x




; б)    11

1
sin1lim




 x

x
x . 

8. Найти точки перегиба функции 504812 234  xxxy . 

 

Ответы: 1. 
















3

0

0

7

2

4

. 2. (0; 4; 5). 3. 5 , 
5

6
 . 4. 

8

1
arctg  . 

5. а) 5/2; б)  ; в)  ; г) 0. 7. а) 5/2; б) e . 8. 2x  и 4x  – точки 

перегиба. 
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Вариант 7 

1. Найти значение многочлена )(Af , если 2)( 2  xxxf , 








 


10

24
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 













.435

,15223

,853

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах 

 3;4;2a ,  4;2;3b ,  2;1;3c . 

4. Составить каноническое уравнение прямой, проходящей че-
рез точки  3;2;71 M  и  5;1;22 M . 

5. Вычислить пределы: 

а) 
66

44
lim

6 6

6




 nn

nn

n
; б) 

1

1
lim

21 


 x

x

x
; 

в) 
x

x

x 3arctg

)sin1ln(
lim

0




; г) xx

x
x sin1

0
)(coslim


. 

6. Вычислить производную xy : 

а) )23(32 xy x  ; б)  33cos1 xy  ; 

в) 7 yx ; г) 










.1

arccos

2ty

tx
 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
xx

x

x 


 2

121
lim

3

1
; 

б)   x

x
x

1
lnlim


. 

8. Найти промежутки монотонности функции 
2

2

1

1

xx

xx
y




 . 

 

Ответы: 1. 










20

814
. 2. (3; –1; –4). 3. 15. 4. 

2

3

1

2

9

7 






 zyx

. 

5. а)  ; б) 1/4; в) 1/3; г) 21e . 7. а) 4/9; б) 1. 8. Возрастает на )1;(   и 

);1(  , убывает на )1;1( . 
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Вариант 8 

1. Найти обратную матрицу 1A , если 

















20615

1037

312

A . 

2. Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 













.133

,652

,6254

31

32

321

xx

xx

xxx

 

3. Даны две точки  1;3;2 A ,  1;5;3 B . Найти координаты век-

тора AB  и координаты точки E  – середины отрезка AB . 

4. Записать уравнение плоскости 0201045  zyx  в «от-
резках по осям». 

5. Вычислить пределы: 

а) 
92

2
lim

2

4




 nn

nnn

n
; б) 

16

312
lim

24 


 x

x

x
; 

в)    242

2
3lim






x

x
x ; г)

xx

xx

x 3sin

3cos2cos
lim

20 



. 

6. Вычислить производную xy : 

а)
x

xxxy
5

66 3  ; б) 
1

arctg
2 


x

x
y ; 

в) )32(ln 23 xxy  ; 
г) 

 
 









.2

21

22 tty

tx
 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
30

sincos
lim

x

xxx

x




; б)   x

x
x

ln1
2lnlim


. 

8. Найти интервалы выпуклости (вогнутости) функции 
xexy  1)2( . 

Ответы: 1. 




















133

1510

120

. 2. (–5; –2; 2). 3.  2;8;1 AB , 

 0;1;5,2E . 4. 1
254





zyx
. 5. а) 1/2; б) 1/24; в) 16e ; г) 0. 7. а) –1/3; 

б) 1. 8. Выпукла на )4;(  , вогнута на );4(  . 
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Вариант 9 

1. Найти значение многочлена )(Af , если 64)( 2  xxxf , 












02

13
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 













.333

,95

,1353

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Проверить, будут ли векторы  1;3;2a ,  3;1;1 b , 

 11;9;1 c  компланарны. 

4. Найти угол между плоскостями 0422  zyx  и 

05236  zyx . 

5. Вычислить пределы: 

а)  
  22

33

421

821
lim

nn

nn

n 



; б) 

9

1213
lim

23 


 x

xx

x
; 

в) 
 230 1

cos1
lim




 xx e

x
; г) .

110

310
lim

5x

x x

x












 

6. Вычислить производную xy : 

а) 





 

2

122 xxey x ; 
б) xy 24arcsin  ; 

в) 7ln 
x

y
y ; г) 









).1ln(

arctg

2ty

tx
 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) xx
x

lnlim
0

; б)   x

x
x

ctg

0
2sin1lim 


. 

8. Найти наибольшее и наименьшее значения функции и 
2100 xy   на отрезке  8;6 . 

 

Ответы: 1. 










42

11
. 2. (–2; –3; –2). 3. Да. 4. 

21

4
arccos . 

5. а) 3/2; б) –1/16; в) 1/18; г) 1e . 7. а) 0; б) e
–2

. 8. 10)0(наиб  ff , 

6)8(наим  ff . 
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Вариант 10 

1. Найти обратную матрицу 1A , если 









23

34
A . 

2. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса: 













.8334

,4222

,844

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Вычислить объем треугольной пирамиды, вершины которой 

находятся в точках  4;0;2A ,  7;3;0B ,  6;0;0C ,  5;3;4D . 

4. Определить угол между прямыми 
2

4

4

3

0

2








 zyx

 и 

5

3

2

2

1

1 





 zyx
. 

5. Вычислить пределы: 

а)  432lim 


nnn
n

; 
б) 

 
xxx

xx

x 34

32
lim

23

22

3 



; 

в) 
x

x

x sin
lim

22 


; г) 
x

x x

x











 3

12
lim . 

6. Вычислить производную xy : 

а) 
2

43 4
2

x
xxxy  ; б) 

x

e
y

x

sin

cos

 ; 

в)  2arcctg xey  ; г) 12  xxy . 

7. Вычислить предел, применяя правило Лопиталя: 

а) 
xx ex

x
 


3cos

)1ln(
lim

2

0
; б)   xx

x
xe

1

0
lim 


. 

8. Найти точки экстремума функции 
1

222





x

xx
y . 

 

Ответы: 1. 










43

32
. 2. (2; 0; 0). 3. 2. 4. .

65

1
arccos 






  5. а) 7/2; 

б) 0; в)  2 ; г)  . 7. а) 0; б) 2e . 8.  0x точка максимума, 2max y , 

 2x точка минимума, 2min y . 
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ВАРИАНТЫ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ТЕСТОВЫХ ЗАДАНИЙ  

1. Дана матрица 

















20615

1037

312

A . Сумма элементов 21a  и 32a  

равна:  
а) 13; б) 11; в) 8; г) 16; д) 18. 

2. Даны матрицы  32A  и 









2

1
B . Сумма BA   равна: 

а)  53 ; б) 







5

3
; в) не существует; г) (8); д) 








22

43
. 

3. Даны матрицы  32A  и 









2

1
B . Произведение BA   равно: 

а)  62 ; б) 







6

2
; в) не существует; г) (8); д) 








64

32
. 

4. Транспонированной к матрице 







64

32
 является матрица: 

а) 







6,04,0

3,02,0
; б) 








46

23
; в) 











64

32
; г) 

















6

1

4

1
3

1

2

1

; д) 







63

42
.

5. Определитель 
61

32
 равен: 

а) –9; б) 15; в) 12; г) 9; д) 0. 

6. Если 1A  является обратной к матрице A , то: 

а) 01  AA ; б) EAA 1 ; в) 
A

E
A 1 ; г) 1 AAE  д) 01  AA . 

7. Система линейных уравнений называется совместной, если: 

а) она имеет единственное решение; 
б) она имеет хотя бы одно решение; 
в) она не имеет решений; 

г) она имеет ненулевое решение; 
д) она имеет бесконечно много решений. 
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8. Даны точки )0;2(M  и )2;4(N . Вектор MN  имеет координаты: 

а) (6; 2); б) (–2; –2); в) (2; 2); г) (2; –2); д) (3; 1). 

9. Модуль вектора )4;3(a  равен 

а) 7; б) 25; в) 1; г) 5; д) 3,5. 

10. Вектор )2;1(a  коллинеарен вектору );2( b


, если: 

а) 4 ; б) 0 ; в) 2 ; г) 1 ; д) 2 . 

11. Если вектор a ортогонален вектору b


, то: 

а) 0ba


; б) 0 ba


; в) 0 ba


; г) 0ba


;  д) 1ba


.

12. Среди приведенных ниже уравнений выбрать уравнения 

плоскости: 

а)       0000  zzCyyBxxA ; 

б) 
p

zz

n

yy

m

xx 000 






; 

в) 0

131313

121212

111






zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

; 

г) 1
c

z

b

y

a

x
; 

д)  00 xxkyy  . 

13. Направляющим вектором прямой 
2

9

9

1

5

13








 zyx

 явля-

ется вектор с координатами 

а) (13; 1; –9) б) (–8; 8; 7); в)(–13;–1; 9); г) (5; –1; –2); д) (5; 9; –2).

14. Прямая, проходящая через точки А(–1; 2) и В(3; 4), имеет 
уравнение: 

а) 0)4(2)3(1  yx ; 

б) 
24

2

13

1






 yx

; 

в) 
24

2

13

1






 yx

; 

г) 0)2(4)1(3  yx ; 

д) 
24

2

13

1






 xy

. 

15. Прямая 32  xy  параллельна прямой 4 kxy , если:  

а) 4k ; б) 0k ; в) 2k ; г) 2/1k ; д) 2k . 
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16. Прямая 33  xy  перпендикулярна прямой 2 kxy , если:  

а) 1k ; б) 3,0k ; в) 3/1k ; г) 3/1k ; д) 2k . 

17. Первый замечательный предел имеет вид: 

а) 0
sin

lim 
 x

x

x
; г) 1

sin
lim

0


 x

x

x
; 

б) 1
sin

lim 
 x

x

x
; д) 0

sin
lim

1


 x

x

x
. 

в) 0
sin

lim
1


 x

x

x
; 

 

18. Второй замечательный предел имеет вид: 

а) x
x

x
e

x







 



1
1lim ; 

г)   ex
x

x



1lim ; 

б) e
x

x

x







 



1
1lim ; д) e

x

x

x







 



1
1

1lim . 

в)   ex
x

x




1

0
1lim ;  

19. Отметить верные утверждения: 

а) 1
sin

lim
0


 x

x

x
; г) 1

arcsin
lim

0


 x

x

x
; 

б) 1
sin

lim 
 x

x

x
; д) 1

ctg
lim

0


 x

x

x
. 

в) 1
)1ln(

lim
0




 x

x

x
; 

 

20. Бесконечно малые при ax   функции )(x  и )(x  называ-
ются эквивалентными, если: 

а) 1
)()(

lim 


 x

xx

ax
; г) 




 )(

)(
lim

x

x

ax
; 

б) 0
)(

)(
lim 




 x

x

ax
; д) 1

)(

)(
lim 




 x

x

ax
. 

в) a
x

x

x





 )(

)(
lim

0
; 

 



 55

21. Отметить утверждения, верные при 0x : 

а) xx ~tg ; г) 

2
~2cos1

2x
x ; 

б) 

2
~

2
sin

xx
; д) xx 2~)21ln(  . 

в) 

2ln

2
~12

x
x  ;  

22. Производная произведения vu   вычисляется по формуле: 
а)   uvvuuv  ; г)   vuuv  ; 

б)   vuuv  ; д)   uvvuuv  . 

в)  
2v

uvvu
uv


 ; 

 

23. Производная частного 
v

u
 вычисляется по формуле: 

а) uvvu
v

u 









; г) 
 2v

u

v

u














; 

б) vu
v

u 









; д) 
v

uvvu

v

u 











. 

в) 
2v

uvvu

v

u 











; 
 

24. Если функция )(xfy   не убывает на интервале );( ba , то на 
этом интервале: 
а) 0)(  xf ; б) 0)(  xf ; в) 0)(  xf ; г) 0)(  xf ; д) 0)( xf .

25. Если при переходе через точку 0xx   производная )(xf   ме-
няет знак с минуса на плюс, то 0xx   является: 

а) точкой перегиба; 
б) точкой минимума; 
в) точкой максимума; 
г) точкой разрыва; 
д) точкой экстремума. 
 

Ответы: 1. а). 2. в). 3. г). 4. д). 5. г). 6. б). 7. б). 8. в). 9. г). 10. а). 
11. г). 12. а), в), г). 13. д). 14 б). 15. д). 16. г). 17 г). 18. б), в). 19. а), в), 

г). 20. д). 21. а), б), в). 22. а). 23. в). 24. в). 25. б).  
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