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Здесь: <р (х, у) — функция кручения, удовлетворяющая уравнению 
До = О и граничному условию d<? / dn = у cos (п, х) — х cos (п,у)‘, xv 
х2 _ кривизны деформированной оси стержня; т — угол закручивания 
на единицу длины; \ = dxjdz\ s — относительное удлинение оси 
стержня.

В задаче Сен-Венана о растяжении, изгибе парами и кручении 
стержня кривизны х1( х2, кручение т и относительное удлинение е 
постоянны, но при принятии соотношений (1) и (2) в качестве исходной 
гипотезы теории деформации тонкого стержня эти величины необхо­
димо считать зависящими от z, ибо решение Сен-Венана справедливо, 
как это впервые отметил Клебш, в сечении z = const, а не для всего 
стержня.

Соотношения (1), (2) отличаются от классических формул наличием 
дополнительного члена ?(%, у)^ в выражении гг. Необходимость вве­
дения этого члена может быть обоснована двумя путями. Во-первых, 
из условий сплошности Сен-Венана следует, что при переменном т 
член <р(х, у) т необходим для того, чтобы деформации (1) и (2) удо­
влетворяли условиям сплошности. Это легко установить, если при­
нять соотношения (1) и найти вид е2 интегрированием уравнений 
сплошности. Во-вторых, как было показано В. В. Новожиловым 
соотношения (1) и (2) получаются при разложении перемещений и, 
v, w в ряды по координатам х и у точек поперечного сечения и отве­
чают второму приближению. При выводе этих формул В. В. Новожи­
ловым было принято лишь предположение о малости деформаций по 
сравнению с углами поворота и единицей. Для отождествления функ­
ции ср (%, у), входящей в указанные разложения, с функцией кручения 
приходится использовать необходимость совпадения при т = const 
формул (1) и (2) с решением задачи Сен-Венана.

Заметим, что задача о стесненном кручении призматических стерж­
ней была приближенно решена Н. В. Зволинским (2), исходившим из 
задания перемещений в форме и = —yf (г), v = xf (2)> w = (z)>
более общей, нежели отвечающая (1) и (2), и определившим вариа­
ционным путем функции Р (z) и f (г).

Связывая с помощью закона Гука основные напряжения и основные 
деформации, имеем

сг = Е (е + ^у — х2х + ?т), (3)
xz xz’ Xyz ^Yyz’

где Е— модуль Юнга, а р— модуль сдвига.
Подстановка (3) в выражение потенциальной энергии стержня, 

в котором сохранены только основные напряжения
L

П = У У Й + Й } dx dy dz<
(Я) о

дает в случае стержня, имеющего две оси симметрии, формулу

L

п = 4 5 [Е^ + EI* Х1 + Е1У + + Е1^} dz’ 
о

где Q — площадь поперечного сечения; I х, 1у — моменты инерции по­
перечного сечения относительно осей х и у; /9 = У Ф2 (х> У) dx dy^ 

(О)
С —жесткость при свободном кручении.
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Составляя вариацию потенциальной энергии 
L

Зг + Д/Лх13х1 Е1^х23х2 -фСт Зт Е1Зт} dz
о

и преобразуя последний член интегрированием по частям имеем

8П = {£QS Зе + EIX^X + Е1у^2 + [Ст - ЕІ^ т| 8т} dz + Е19 8т . (4) 
0

Коэффициенты при вариациях Зе, Зх1, Зх2, Зт должны представлять 
собой соответствующие обобщенные силы — растягивающее усилие V 
и моменты Мх, Му, Му, поэтому

VZ = E^S, М^ЕІ^, Му = Е1у*2

М= Cz — EI г. Z ф

(5)

(6)

Формулы (5) и (6) отличаются от соотношений Кирхгофа наличием 
дополнительного члена в выражении для Mz.

Обобщенное соотношение Кирхгофа (6) может быть использовано 
при исследовании любых задач теории тонких стержней, в том числе 
и задач устойчивости.

В случае стержней, имеющих удлиненное поперечное сечение фор­
мула (6) при приближенном вычислении функции кручения переходит 
в основные соотношения теорий тонкостенных стержней В. 3. Власова 
и А. А. Уманского. Действительно, вводя функцию Ф (х, у) с помошью 
соотношений

имеем

ЗФ _ __ фр__ дФ _ дер
дх ~ ду ’ дў ~~дх~ У’

(7)

Интегрируя (7) вдоль линии х— x(s), y=y(s}} получаем 
•у $

?(*) = - ^(xdy-ydx)-С (̂ dsy%. (8)
о ()

Выбирая в качестве пути интегрирования срединную линию профиля 
и используя приближенные соотношения

фр = 0 (открытый профиль),
8Ф
дп (закрытый профиль),

справедливые в случае удлиненных профилей (тонкостенные стержни), 
перепишем (8) в виде

(xdy у dx} +<Ро= — ш(5) + ?0 (открытый профиль),
о

T(s)=-J(x<y-j^X)+Q<_^+?o = ^
0 h ффГ (закрытый профиль).

(9)
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Здесь w(s) — секторная площадь; Q* — удвоенная площадь, ограничен­
ная срединной линией закрытого профиля; h(s) — толщина профиля.

В задаче о кручении постоянная tp0 определяется из приближенно 
записанного условия статической эквивалентности нулю напряжений аг:

^4>(x,j) dx dy^y? (s) h. (s) ds =0.
(«)

Тогда, на основании (9) и (10):

?($) = —« (s) =
i

ш (s) —— ы (s) h (s) ds
0

(10}

(11)

<? (s) = —^ (s) =— Fw (s) — Q*s — ~ ф (w (s) — s) h dsl. (12)

Здесь Z — длина срединной линии открытого профиля, w(s) и w(s) — 
главные секториальные площади в задачах об открытом и закрытом 
профилях.

Подстановка (11) и (12) в выражение для /ф:

/ф = \'?2 dx dy^\^^ (s) h (s) ds 
(O)

приводит к совпадению формулы (6) с основными 
теорий В. 3. Власова и А. А. Уманского (4).
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