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7ИАТЕМА ТИ ЧЕСКА Я ФИЗИКА

Н. Н. ЛЕБЕДЕВ

НЕКОТОРЫЕ СИНГУЛЯРНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 
СВЯЗАННЫЕ С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ РАЗЛОЖЕНИЯМИ 

МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ
(Представлено академиком А. Ф. Иоффе 11 111949)

Во многих проблемах математической физики важную роль играют 
формулы типа интеграла Фурье

/(х) = Jы (т) ? (х, /(Qcp(?; т)^, (1)
о а

дающие интегральное разложение произвольной функции f (х), опре­
деленной на промежутке {и, эо) и принадлежащей к некоторому 
классу, в йнтеірал по заданным функциям ^(х, т) *, В качестве про­
стых примеров можно указать на косинус- и синус-интеграл Фурье 
A n / \ cos хх / ч 2 \ г j п
і а = и, ф (х, Ц = gjn , w (т) = — ), разложение Ханкеля (а = О, 
ф(М т) = V хх Е (хт), ы(т) — 1) и т. д.

Общее исследование разложений рассматриваемого типа с точки 
зрения теории интегральных уравнений выполнено в работах Вейля РЕ 
Карлемана (-’), Хислопа (3) и др. В этих работах разложение (1) рас­
сматривается как интегральный аналог теоремы разложения для син­
гулярного интегрального уравнения

ОО

ср (х, т) = Р (т) \ К (х, s) © (s, т) ds (2)
а

со сплошным спектром (0, оо). Интегральные уравнения этого вида 
построены для ряда разложений типа (1).

Целью настоящей работы является вывод соответствующих урав­
нении для двух менее известных разложений, встречающихся в мате­
матической физике, именно для разложения Мелера — Фока Ц,5)

00 со

/(х)= , (х)Л \f($P , (3)
О 2 ‘ !t 'i --2 ’Н'

— сферическая функция Лежандра с комплексным знач- 
\ 2 ' 'т
ком v = —---и разложения, принадлежащего автору (6):

(4) 
о 1 х 0 1

-цилиндрическая функция Макдональда).

ho„j. 1 сль ш(.) введсн для удобства записи формул и может быть устранен 
подстановкой Уш (т) <р (х, -г) = ф (х> т). Н } 1
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Первое из этих разложений (3) справедливо для произвольной 
функции Цх}, удовлетворяющей условиям:

I. /(х) непрерывна и имеет ограниченную вариацию во всяком 
конечном промежутке (а, b},

П f (х) х 2 € L (1, оо).
Второе разложение (4) верно для функции, удовлетворяющей 

.словиям^) непрерЬ1Вна и имеет ограниченную вариацию в любом 
конечном промежутке (а, Ь), 0<а<Ь.

IV- Ш ’Ц €£(Ч 4), f(x)QL^, оо).

Оба разложения сохраняют силу также и для не непрерывных 
функций,' если в точках разрыва заменить левую часть равенств 
(3) _ (4)’полусуммой г12 [f (х ~ 0) + f (х + 0)].

Для каждого из разложений (3) — (4) можно указать интегральное 
уравнение типа (2) с ядром очень простого вида, именно:

(5)

(6)

Мы дадим прямое доказательство справедливости этих соотноше­
ний. На основании (’), стр. 270, формула 141, и стр. 2/2, формула 144,
имеем:

- Р j . («) р
Ch КТ С И ~ - ds = І - - -- ’ - dy. і du =s
"‘4 1 J х-фсЬ» J к 2ch a — 2ch и

‘ *| о о
ло оо « »2ch kt f , r_________ shada.___ ___ =

r? J j (x 4 ch a) V 2ch x 2ch «
и ll

= 2^7 du I . (x).
'V 2x + 2ch u У !

Законность перестановки порядка интегрирования вытекает из абсо­
лютной сходимости рассматриваемых интегралов.

Доказательство второго равенства (6) является несколько боле 

СЛ°Принимая во внимание (8), стр. 388, формула 7, (’), стр. 270, фор­
мула 141, и (ч), стр. 181, формула 5, находим:

ch кг е-<* + ^ Ki^s) сЪк£ ds\e (л + ") сП =

ГС J J / S ' - J ‘
10' 1

* В такой форме эти условия публикуются впервые, в работе (ъ) теорема (0 до 
казана при значительно больших ограничениях.
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a
, . C COS XU

\ :■....J V2ch a — 2ch и о
da

. — °° °° sti a= 1/ — ( cos t«da \ e-xch* z-t==^=^==-
I к J J 12ch a — 2ch uО и

i 7 h J= —~ \ e~л ch “ cos xu du — ,, .V x J V x0

Перемена порядка интегрирования легко оправдывается абсолютной 
сходимостью, следующей из оценки I Ktz(x) | < К0(х).

Пользуясь найденными соотношениями (5) —(6), можно получить 
решение неоднородных интегральных уравнений

(1 <х< 00), (7)

СО — (ж + S)
f (х) = g(x) + * j х + г / (X) ds (0<х<оо), (8)

О

где g (х) — заданная функция. X — параметр, удовлетворяющий усло­
вию — сю < Хк < 1.

Рассмотрим, например, уравнение (8). Решение этого уравнения 
может быть найдено с помощью интегрального преобразования

\f{x}K^dx = F^ (0<т<^). (9)
J гхо

Умножая (8) на интегрируя по промежутку (0. оо)
I X

и принимая во внимание (6), получаем

гН-оы + ^fH, (10)
ch пт

где О(т) — интегральное преобразование типа (9) от функции g(x). 
Формальное решение дается теперь формулой обращения

ж/ ч 2р. ./ (л) = “2 \ т sh кт F (т) dx
о

2 7 т sh птО (т) 'х)
П2 \ 1 АТС ўх

о ch пт
(Н)

следующей из разложения (4).
Простые достаточные условия, при выполнении которых (11) пред­

ставляет искомое решение, доставляются теоремой:
Теорема. Пусть g(x) удовлетворяет условиям-.
1. g’(x) непрерывна и имеет ограниченную вариацию во всяком 

конечном промежутке (а, Ь), 0<^а<^Ь.
_ з

11. g(x)x v€A(0, 1); g-(x)6£(l, 00).

III. О^те^ € L(0, 00).
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Тогда интеграл (И) существует и представляет непрерывное 
на и, Ь) решение уравнения (8).

Доказательство основывается на оценке *

Kt V sh лт
(12)

(Л — абсолютная постоянная), вытекающей из интегрального пред­
ставления

К^(х) -—X— \ Л ( sh т ’Sin Т5 ds. 2sh лт ) \ 2 у
о

(13)

Из этой оценки следует абсолютная сходимость (11) и непрерывность 
f (х) на {а, Ь) при — оо<Хл,<1. Подставляя f (х) в интеграл (8) 
и принимая во внимание абсолютную сходимость всех повторных
интегралов, имеем:

2 Г т sh лтО (т) d’

 Ал As
X ch лт

т sh лт
Ал 

ch лт

Я- -л— ал —

— 2Дт8ЬлтО(т)^^)й?-=/(х) g(xA xQ{a, b), 
я J V Xо

так как условия применимости теоремы обращения соблюдены. 
Пример.

Решение уравнения (7) может быть получено аналогичным обра­
зом с помощью преобразования Мелера

\f(x)P у . (л)^л = Ф(т). (14)
1 2 +"
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* Если применить более точную оценку, получающуюся из (13) в результате до­
вольно тонких соображений, то условие III можно заменить более слабым условием 

1 -т
в2 6 7(0, се).
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