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Известно, какую роль играют тела в теории простых колец, 
особенно в теории простых колец с минимальным правым идеалом. 
Аналогия, которая существует между телами и радикальными коль­
цами (см. (*)), позволяет надеяться на подобную же роль последних 
в теории некоторых классов присоединенно-простых колец. Так, дока­
зываемая ниже теорема 2 аналогична теореме Wedderburn’a — Noether 
о простых кольцах с условием минимальности.

Присоединенным правым идеалом кольца 21 называется 
такое множество / его элементов, что

1) из a, b, с £ I следует а + b — с^Е,
2) из а 61, х € 21 следует а о х — а у- х — ах^.1,
Лемма 1. Пусть кольцо 31 гомоморфно отображается на кольцо 

21 и пусть Т—присоединенный идеал кольца 21. Полный прообраз / 
множества I будет присоединенным идеалом кольца 21.

Доказательство. Обозначим рассматриваемый гомоморфизм 
через <?. Если а,Ь,с£1, то ?(« + & — с) = (а) + <р (&) — 9(c) лежит 
в I, так как <р(а), ^(й) и ^(с) лежат в 7; следовательно, а + b —с GI. 
Если а€І, хЕ21, то <р(а о х) = <р(а) о ^(х)^1, так как ?(«)€/; следова­
тельно, а о х^!.

Следствие. Если кольцо 21 удовлетворяет условию минималь­
ности для присоединенных правых идеалов, то и любой гомоморфный 
образ его также удовлетворяет этому условию.

Следует отметить, что кольцо может не удовлетворять условию 
минимальности для присоединенных правых идеалов, хотя некоторый 
его идеал и фактор-кольцо по этому идеалу условию минимальности 
для присоединенных правых идеалов удовлетворяют.

Лемма 2. Если А— некоторое кольцо эндоморфизмов абелевой 
группы @, то совокупность I элементов из оставляющих инва­
риантными все элементы некоторого подмножества Ж из ®, будет 
присоединенным правым идеалом кольца

Действительно, если а, Ь, с£1, хе$ и а с??, то

а (а 4- b — с) = аа яЬ — яс — к -ф а — а = а,
я(а о х) = а (а + х — ах) = ха + ах — {ха) X = а + ах — ах = а.

Лемма 3. Если — плотное кольцо линейных преобразований 
модуля 2Л бесконечного ранга над телом (см., например, (2)), то
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$ не удовлетворяет условию минимальности для присоединенных 
правых идеалов. ' \

Доказательство. Пусть а1( а2,.:., а„,... — бесконечная линей­
но независимая над ft система элементов модуля Ж. Обозначим через 
In присоединенный правый идеал, состоящий из элементов кольца 
оставляющих инвариантными элементы а.п. Очевидно, что

ІгПі ■ ■• • • Но, кроме того, везде имеет место строгое 
включение: так как кольцо S3 плотно, то в $ существует такой элемент 
а, что a.а — ^ для і = 1, 2,..., п; ап + 1а = 0; тогда а€1п, но а 
не принадлежит /„ +,.

Теорема 1. Полу простое кольцо 21 с условием минимальности 
для присоединенных правых идеалов удовлетворяет и условию 
минимальности для обычных правых идеалов.

Доказательство. В полупростом кольце 21 (см. (3)) существует 
такая система двусторонних идеалов 23?, что Q S3? — (0) и все фактор- 
кольца 21/58?=ф? примитивны. По следствию из леммы 1, вместе с 21 
все кольца ф? удовлетворяют условию минимальности для присоеди­
ненных правых идеалов. По лемме 3, все эти примитивные кольца 
S3?, так как они являются плотными кольцами линейных преобразова­
ний, действуют в конечных модулях и, следовательно, являются 
простыми кольцами с условием минимальности для правых идеалов.

Выберем из числа всех $8? такое (счетное, если возможно) мно­
жество идеалов 252, •. •, что все пересечения = ®1П 832П • • - П 83« 
различны. В кольце 2Ь = 21 / &п система идеалов 23, / &п, і = 1,2,..., п, 
обладает нулевым пересечением, а фактор-кольца по этим идеалам 
примитивны; следовательно (см. (3)), кольцо полупросто. Докажем, 
что все кольца 2U, п=1, 2,. . ., удовлетворяют условию минималь­
ности для обычных идеалов.

Кольцо 211 = 21 / = S$i удовлетворяет этому условию, как указано
выше. Пусть это уже доказано для Кольцо

2l„//23„/®„=2l„/®„/23„/®„^2l/®„ = S34 ' 

удовлетворяет условию минимальности. С другой стороны,

как идеал вполне приводимого кольца 21n_p тоже ему удовлетво­
ряет. Поэтому и само кольцо 21„ удовлетворяет условию минималь­
ности для правых идеалов.

Если число выбранных 23г- конечно, т. е. если некоторое — (0), 
то 21(=21л) удовлетворяет условию минимальности. Пусть все 6 
отличны от нуля. Кольца 21„, n—1, 2,..., содержат единицу еп. Обозна? 
чим через ®л ее прообраз в кольце 21. Известно (х), что & — присо­
единенный двусторонний идеал. Так как все различны, то различны 
и 6л, причем они образуют бесконечную убывающую последователь­
ность присоединенных идеалов: если — представитель смежного 
класса еп при гомоморфизме 21-*21„ = 21/ &п, то = ел + и . = 
= ел + Ёл_р так как £л является представителем и смежного класса 
еп—\ ПРИ гомоморфизме 21->21я_р т. е. ®л zo @Я_Р Мы пришли к про­
тиворечию и, следовательно, теорема доказана.

Следствие. Если кольцо 21 удовлетворяет условию минималь­
ности для присоединенных правых идеалов, то фактор-кольцо 21 / St 
кольца 21 по его радикалу St (в смысле Джекобсона (®)) удовлетво­
ряет условию минимальности для обычных идеалов.
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Кольцо называется присоединенно-простым, если оно не 
имеет присоединенных двусторонних идеалов. Присоединенно-простые 
кольца совпадают с кольцами, радикальными в смысле Brown'a и 
МсСоу'я (4); действительно, как следует из теорем 1 и 6 (4), радикал 
в смысле Brown'a и МсСоу'я обладает тем свойством, что фактор- 
кольцо по нему разлагается в подпрямую сумму простых колец 
с единицей, т. е. у него существуют гомоморфные отображения на 
кольца с единицей. Следовательно, если кольцо не совпадает с ради­
калом, то оно не присоединенно-просто.

Обратное следует из того, что всякое кольцо с единицей можно 
гомоморфно отобразить на простое кольцо с единицей.

Теорема 2. Кольцо 31 с условием минимальности для при­
соединенных правых идеалов присоединенно-просто тогда и только 
тогда, если оно радикально.

Радикальное кольцо присоединенно-просто, так как относительно 
операции а о b оно образует группу. Если же кольцо 31 не радикально, 
то, ввиду указанного выше следствия, существуют гомоморфные 
отображения его на простые кольца с условием минимальности (на 
примитивные компоненты его фактор-кольца по радикалу), т. е. на 
кольца с единицей, а тогда 31 не присоединенно-простое.
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