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Одной из основных задач дескриптивной теории множеств является 
установление измеримости возможно более широких классов множеств. 
Известно, что этим?свойством обладают А-, С- и /?-множества (1—3). 
Отметим, что измеримость A-множеств играет существенную роль 
в различных вопросах анализа.

Целью настоящей заметки является описание некоторой системы 
теоретико-множественных операций, которые позволяют строить но­
вые классы измеримых множеств. Существенной чертой этих опера­
ций является то, что они классифицируются естественным образом 
по трансфинитам третьего класса, причем для „не слишком больших' 
трансфинитов третьего класса эти операции могут быть определены 
вполне индивидуально. Для того чтобы провести построение для 
всех трансфинитов третьего класса, неизбежно применение аксиомы 
Цермело. Начиная с того места, где используется аксиома Цермело, 
система операций оказывается ветвящейся.

1. Теоретико-множественная операция (т. м. операция) с базой К 
над произвольной последовательностью множеств {£„} определяется 
так:

^«0=2 П^П^.
Если ^ = 0, то ^ ({£„}) = 0. Общие свойства этих операций были 

изучены Л. В. Канторовичем и Е. М. Ливенсоном (4) и Ю. С. Ома­
ном (5). Если база N зависит от точки х, то получается т. м. опера­
ция с переменной базой:

где [х] обозначает множество, состоящее из одной точки х. База т. м. 
операции, в отличие от 35-операций, определяется операцией един­
ственным образом. Ю. С. Очан ввел изображение этих баз на канто- 
ровском совершенном множестве. Дополнительная т. м. операция 
определяется так:

({En}) = CTJV({C£„}), 

ее база изображается на канторовском множестве как зеркальное 
отражение дополнения к базе N от точки J/2 (5). В частности, ба- 
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зы NnNc одновременно входят в проективный класс В„.^ В этом слу­
чае класс Вп инвариантен относительно обеих операций и мы 
будем рассматривать операцию

Y ({En}) = 4N ({f2 m _ J).
m m

2. Пусть дана т. м. операция и таблица множеств £ — {ЕПі пк}- 
Мы положим

Е'п, ...пк=^" • ■ • nk п* + 1^’
* nk 4- 1

Е' п,. ..nk = Е • Ещ • ... • ЕПі.. .nk

и будем писать & = {^... Vk + J = №■£. Пусть ^° = ^. Если 
определена таблица то пусть £а +1 = М-. Для чисел у второ­
го рода положим <§r = {El. . .„J, где для всякого кортежа
Е' п = П .nh. Пусть, далее, Еп = П Е*. Положим ^[Л1! (^) = Еа.

* «<т “<П
Если ТО пусть /?Indw(x/^ = Q, a/?Ind lnt[;M] (х/&есть наи­
меньшее из чисел р такое, что строение таблицы при Р остается 
неизменным в точке х. Если х 6 СЕа, то R Ind^ (х / £) равен наимень­
шему числу р, для которого х € СЕ®.

Множества точек, где внешний и внутренний индексы постоянны 
и <П, может быть получено из множеств таблицы $ конечным или 
счетным применением операций С, П, S и Тлг Пусть т =f(nx... пк) — 
некоторое фиксированное взаимно-однозначное отображение всех кор­
тежей на натуральные числа и Kf^.-.n^ =ЕП1...п^ мы определим 
теоретико-множественную операцию км({Кт}) ~Е .

3. Рассмотрим таблицу множеств {Hnt...nk} = S и индексы, кото­
рые она определяет при помощи Г-операции (6). Будем обозначать 
эти индексы Г Ind (х/5) и Г Ind int (х / 5). Отметим, что каждой точке 
х€Г(5) отвечает не только значение внутреннего индекса Р(х) — 
= rindint(x/5), но и пересчет сегмента трансфинитов, предшествую­
щих числу р (х). Допустим, что дана некоторая последовательность 
т. м. операций определенных для всех а<у, где у —число вто­
рого рода. Пусть, кроме того, дана таблица множеств 5 = {НПі... nJ и 
последовательность множеств $ = {Е„}. Отберем те точки х, в кото­
рых Г Ind int (х / S) = у. Каждой такой точке отвечает пересчет сег­
мента трансфинитов <у: «2(Л)> •••>“/ (х)> • • • Составим операцию

Если же Г Indint (х/5) т= у, то положим ^(х) = 0. При этом, если 
операции определяют индексы, то пусть внутренний и внешний 
Indv,,, определяется как sup и inflnd„ /V IX )

— [х]^(х)({Еп})-

Отметим, что эта операция, в свою очередь, определяет как внутрен 
ний, так и внешний индексы, если таковые определяют операцию т N^. 
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Если х€Г(5), то заведомо х € DN^(<g, S)- Мы положим DN^ Ind (х/^, 5)— 
= rind(x/S). Если же х€Г(5), то в точке х определена непустая 
база N (х). Если х € DN^> s)> т0 ПУСТЬ Ind int (х / ^, 5) = 
= Ylndin^^^x/^).

Если же х€ то D^Ind (х/^, S) =YIndJVU)(x/^). Если
положим = ^ni - nk И К<2т_х=Ет, то операция DN^
обратится в т. м. операцию над последовательностью {Кп}, которая, 
очевидно, произвольна. Мы положим

^N^{Kn}^DN^S\

4. Теперь мы приступим к построению трансфинитной системы 
усиливающихся т. м. операций. Пусть дана операция Y^y = Y^. До­
пустим, что определена операция Y^. Тогда пусть Y^ = Y^. Д°" 
пустим, что определены операции Y^^для всех а<у, тогда мы опре­
делим операцию Yv , как это описано в п. 3. Пусть, наконец, опре­
делены все операции Y^ для всех чисел а<3, где 8 —число 
третьего класса и третьего рода. Мы выберем возрастающую последо­
вательность типа fl трансфинитов, стремящихся к 3, ax<a2<;... 
.. .< a0<... ->3, и определим операцию Y^, которая будет зависеть 
не только от числа 3, но и от выбранной строки трансфинитов. Рас­
смотрим таблицу множеств 5= {ЯПі... nk} и в точках, где Tlnd int (x/S)=p, 
положим ^(x) = ^^. В остальных точках положим N (х) = 0. Тогда, 
по определению:

где множества Кп определены так же, как в п. 3. Такое построение 
ведется по трансфинитам первого, второго и третьего классов. Оно 
становится ветвящимся для „больших" трансфинитов третьего класса, 
к которым невозможно подобрать индивидуальных последовательно­
стей сходящихся трансфинитов. Отметим, что для операций, возни­
кающих на числах третьего рода, также возможно определение 
индексов. Если х€СГ(5), то заведомо х € CY^ ({/Q). Мы положим 
Y;VsInd(x/^,5) = rind(x/5). Если же х€Г(5), Г Ind (х / 5) = ₽ (х). 
Положим ^(x) = ^в(дг). ЕслихбТ^ ({О> то пусть Y^ Indint (х/{/<„}) 
равен наибольшему из чисел Г Ind int (х/5) и Yj^Indinttx/^). Если 
же х Y^ ({/<„}), то пусть Y^ Ind (х/{/<„}) равен наибольшему из 
чисел Г Ind int (х/^) и Yw (ж) Ind (х / <£). Так определенные индексы во 
многих отношениях родственны индексам решет и А- или /^-операций.

5. Пусть 3 обозначает класс открытых множеств беровского про­
странства.

Ввиду того что описанные операции ветвятся, если ax<a2, то мы 
будем говорить, что операции Y^ и Yсогласованы, если в опре­
делении операции для числа ах всегда фигурирует данная опе­
рация Yw .

Теорема 1. Если ax<^a2 и операции Y и Yмежду собой 
согласованы, то класс YN (В) составляет правильную часть клас­
са as

611



Теорема 2. Если операция N сохраняет измеримость, то и 
все операции ее сохраняют. В этом случае внешние и вну­
тренние индексы регулярны относительно меры.

Аналогичные теоремы верны для свойства Бера и для дескриптив­
ной измеримости.

Теорема 3. Если Ч^^Ед}) = -^Еп, то класс R-множеств со­
впадает с суммой У (S).

а < о а
Таким образом, отправляясь от открытых множеств и операции S 

и применяя описанный процесс, мы образуем классы измеримых мно­
жеств, определяемые эффективно и содержащие в себе класс всех 
/?-множеств. Эти классы нумеруются некоторыми трансфинитами третье­
го класса. С помощью аксиом Цермело их можно построить для всех 
трансфинитов третьего класса.

Отметим, что в отношении построения измеримых множеств здесь 
устанавливается картина, родственная той, которую П. С. Новиков 
установил для построения эффективных множеств (’).

Поступило 
10 II 1949
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