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СССР

МАТЕМАТИКА

Б. Я. ЛЕВИН

О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ*

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 14 II 1949)

Эта заметка посвящена установлению некоторых общих положе
ний теории целых функций конечной степени, позволяющих получать 
для этих функций различные точные оценки, аналогичные тем, кото
рые были впервые установлены С. Н. Бернштейном (1-3).

В основе нашего исследования лежит лемма, являющаяся обобще
нием известного принципа Фрагмена и Линделефа.

Лемма 1. Если w(z) и f (z)— целые функции конечной степени, 
«(?) не имеет корней в нижней полуплоскости и

I/W I < I “(x) I (—оо<х<оо), (1)

(j = Imz<0), (2)

(0) = (0) + I sin О J (3)

где k — некоторая константа, a hF(^yобозначает индикатор рос
та функции F (z), т. е.

, П— 1° I Т (ге‘в) |Л„(0) = lim ——> .

Следствие. Индикаторная диаграмма функции & (z), не имею
щей корней в нижней полуплоскости, симметрична относительно 
прямой, параллельной вещественной оси**.

Для доказательства достаточно в лемме 1 положить f (z) = w (z). 
Тогда

ha^) = hd~ 6) + ^ sin 9
Осью симметрии индикаторной диаграммы функции w(z) является 

прямая у = #/2.
Определение 1. Число da = -у — йш мы

будем называть дефектом функции w(z).
Определение 2. Функции конечной степени с неотрицательным 

дефектом и не имеющие корней в нижней полуплоскости (Imz<0) 
мы будем называть функциями класса?. Класс функций сте
пени а>0и класса Р мы будем обозначать Ра.

* Предлагаемая статья Б. Я- Левина, которая представляет значительный интерес 
и, в частности, позволяет придать более законченный вид результатам моей послед
ней заметки (ДАН, т. 65, № 2, 1949), написана совершенно независимо от меня.

Акад. С. Бернштейн
** Это утверждение было сообщено мне М. Г. Крейном, который доказал его 

другим путем.
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Лемма 2. Пусть f (?) — целая функция конечной степени т « 
а>( z) — конечной степени Для того чтобы функция

f(z) — uu(z) (4)

была класса Р при любом комплексном и с модулем I а | >-1, необ
ходимо и достаточно, чтобы: а) функция ^(z) была класса Р',
b) I f(x) I < I to(x) I (—оо<Х<оо).

Мы ограничимся доказательством достаточности, 
а) и Ь) следует, что

По лемме 1 из

hf(&) = (0) + ^ | sin 6 | (к < 6 < 2к).

Но, при некотором значении 0О (к < 60 < 2л), йю(0о) = а в то время, 
как й/(е)<т<а (0<0<2л). Таким образом, убеждаемся в том, что 
К0 Й> в силу (2), | /(г)/ы(г) | <1 при Imz<0, если нет тождест
венного равенства /(z) = /fa(z) (у —вещественная константа). Итак, 
при | « | > 1 функция <ри (?) не имеет корней в нижней полуплоскости.

Очевидно, что при | и | > 1 и Im z О

lim | / (z)/o> (г) — и | > | ы | — 1.
| г | -»оо

Отсюда получается, что в этом случае Лф(60)— о. С другой стороны, 
индикатор роста суммы двух функций не превышает наибольшего из 
индикаторов слагаемых и, следовательно, ОоХ®. Если учесть, 
что индикаторная диаграмма функции симметрична относи
тельно прямой > = d*,  то из неравенства Л,(—6оХйф(0о) следует 
d Следовательно, при | и | >1, функция ^Jz} принадлежит к 
классу Р- Переходя к пределу при и->е1' (увещественное число) 
в неравенстве | ?„(z)/?„(z) | < 1, мы убеждаемся в том, что функция 
9U (z) при и = е‘г есть функция класса Р *.

Определение. Аддитивный однородный оператор над функ
циями конечной степени мы назовем 23-оператором, если он функ
ции класса Р переводит в функции класса Р.

Теорема 1. Если — функция класса Ра, a f(z)—функция 
конечной степени и 

|/(x)X'«W| (—оо<х<оо),

то
I W] I < I ® 1“W1 I (—°о<А<Х),

(5)

(6)

где 58 — любой ^-оператор.
Нетрудно показать, что оператор дифференцирования Df = f (х) 

является 58-оператором.
ОО

Более того, если функция 9(2)= есть функция класса
ОО

Р, то оператор = У CkDk применим ко всем функциям конеч- 
й = 0 

* Примененный для доказательства леммы 2 прием является развитием одного 
приема Н. И. Ахиезера (см. (3), лемма, стр. 414).
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или степени не увеличивает степени функции и является 93-опера
тором Заметим, что если не имеет места ни одно из равенств:

?(2)ЕЕС?, w(z) = ea2P(z) или M(z) = e'7(z),
гпе с а и у - вещественные постоянные, а Р (z) -полином, то в 
Й буЛт постигнут знак равенства тогда и только тогда, когда все 
копни фунХ тй вещественны, дефект d, равен нулю и
= РР(Аш(хЙ-Нг1т{е'Т10^ при некоторых вещественных числах

к ы Г ппичем |с| <1- Заметим также, что, если функция ко
нечной степени ш (z) не принадлежит классу Р, то существует функ
цияШ степень которой не превышает степени ш (z), удовлетворяю- 
П1ЯЯ иеоавенству (5) и такая, что в некоторой точке х0 | / (х0) | >

? Л (х ) I Таким образом, при 93 = D принадлежность функции 
Л(г) классу Р есть также необходимое условие того, чтобы из (5) 
C^PolvaV Schur Р) ввели в рассмотрение специальные последователь
ности - названные ими „Faktorenfolge“ первого рода, обладаю- 
шие следующим свойством: каков бы ни был полином Pn(z) = a0 + 
y_az + ... + anzn, имеющий лишь вещественные корни, полином

= + a^,z-\-------h anynzn имеет лишь вещественные корни.
Ими доказано, что для того чтобы последовательность {?< была 
,Faktorenfolge“ первого рода, необходимо и достаточно, чтобы ряд

= 2 сходился во всей комплексной плоскости и чтобы функ- 

ция 9 (z) имела представление
0О

9 (z) = се™ Ц (1 + *kZ),

где а>0, все *ft>0, 2 и с - постоянная.
Можно показать, что, если последовательность {у*}” есть „F akto- 

renfolge* первого рода и f(z) = akz* конечной степени, то оператор

Г [/(*)] = 2й-0
имеет смысл и является 93-оператором. 2

Из того, что последовательность p-kn = (1 n J V nJ ’" 

_. Q _ = 2, ..., я и р.о = 1, есть BFaktorenfolge“ первого

рода, следует
Теорема 2. Если m(z) = 2 и = 2^ суть функ- 

й = 0 й = 0
ции, определенные в теореме 1 и удовлетворяющие неравенству 
(5), то полиномы

п п

Pn\z) = 2 ^nbkZk, Pnf(z) = 2^*"^*^. *=0
удовлетворяют неравенству.

I РДх) I < I I (—



Заметим, что при n->oo 7V(z)Zj/(z) в любой конечной области.
В связи с некоторыми исследованиями Н. Г. Чеботарева (5) и 

Л. С. Понтрягина (6), посвященными обобщению известной теоремы 
Эрмита — Биллера, мною (7) и, независимо от меня, М. Г. Крейном 
была установлена теорема, которую я приведу здесь в формулировке 
М. Г. Крейна, имеющей более законченный характер.

Теорема 3. Для того чтобы целая функция конечной степени 
«(z) = P(z) + iQ(z),

где Р (z) и Q (z) — вещественные функции, была функцией класса Р 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие условия’:

К) Все корни функций P(z) и Q (z) вещественные, простые 
(кроме, быть может, общих корней) и перемежаются.

В) Индикаторные диаграммы функций P(z) и Q (z) совпадают.
С) Q' (х0) Р (х0) - Q (х0) Р' (л0) > 0.
Комбинируя эту теорему с леммой 2, можно обобщить некоторые 

из известных теорем С. Н. Бернштейна об экстремальных свойствах 
на более широкие классы целых функций (в частности, теоремы § 9 
гл. III (2)).

Пусть co (z) —класса Ра и ы(х)/ш(х) = е!&. Если функция ш (х) име
ет хотя бы один невещественный корень или положительный дефект, 
то функция 0 (х) монотонно возрастает.

Теорема 4. Пусть f (х) — вещественная целая функция конеч
ной степени т<а и ф (9) = f (х)/ | ш (х) | — ограниченная функция 
при (— оо < х < оо). Тогда при | А | О

i + —О <21sin -г I sup іФ(е)і- (^)
Неравенство (7) является обобщением одного неравенства, недавно 

доказанного С. Н. Бернштейном ((9), стр. 1489). Неравенство С. Н. Берн
штейна получается из (7) при ш (х) = е‘ах.

Теорема 5. Пусть функции ю(х), f (х), 9(х) и ф(9) имеют 
тот же смысл, что и в теореме 4. Тогда при | h | <С2~

sup I j Ф (9)^0 I > 2 I sin ~ I sup I Ф (0) I . (8)
—eo<0<oo h —ео<"л<<оо

e~2

При w(x) = e‘°x это неравенство было доказано: С. Б. Стечкиным 
(10) при условии, что f (х) — тригонометрический полином, С. М. Ни
кольским при условии | А | (п) и С. Н. Бернштейном в общем
случае (9).

Поступило 
24 I 1949
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