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МАТЕМАТИКА

В. Р. ФРИДЛЕНДЕР

О НАИМЕНЬШИХ СТЕПЕННЫХ НЕВЫЧЕТАХ 

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 14 III 1949)

В теории распределения степенных невычетов одной из основных 
проблем является гипотеза акад. И. М. Виноградова о том, что

11m =0 равномерно по х, (0
)п °

где х(«) — примитивный неглавный характер (modD), T(D) — наи
меньшее положительное число, для которого

В отношении наименьших квадратичных невычетов по простым 
модулям Т2{р) имеет место

Теорема 1.
Т'2(р) = О(1пр).

Доказательство. Применяя закон взаимности символов Лежан 
дра, без труда устанавливаем:

1°. Т2(р)— число простое.
2°. Все простые числа р, для которых Т^(р') — рк (^-му по порядку 

простому числу), расположены в sk =
9 W) 

2h
«простых» прогрессиях*

с разностью 4pkl, где ради краткости положено рй! = 2-3-5 ... рк. 
Обратно, все простые числа указанных прогрессий имеют Т^р) = рк.
3°. Оценим наименьшее простое число р, для которого Т2(р) = Рк.
Согласно 2° и теореме Ю. В. Линника о том, что наименьшее 

простое число в арифметической прогрессии Dx-\~E 
превосходит Dc°, будем иметь: p<Z(Apk\) °, или

lnp<C0 (In 4 + 1прй!)<ЗС0 lnpk\<C1pk = 4- Т^р}.

Отсюда
Т2(р)>С\пр,

что и доказывает теорему.
Замечание. Из справедливости расширенной гипотезы Нимана 

следовало бы:

7Дд)С1п2Д.

* Простыми" будем называть прогрессии вида kx + I где (#,/) —1.
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Распространение настоящей теоремы на Тп(р) (наименьшие невы- 
четыл-й степени (modp)) затрудняется недоказанностью вышеупомя
нутой теоремы Линника для алгебраических полей, в частности для 
полей деления круга. *

В этом направлении можно указать теорему иного рода являю
щуюся непосредственным обобщением теоремы Ю. В. Линника (2 3)

Теорема 2. Пусть е>0 произвольно. Назовем исключитель
ными числами п-и степени (п^2) те простые числа р. для кото
рых р— 1=0 (modл), Тп(р)>р\

Тогда, при любом достаточно большом N и фиксированном 
^-яичество исключительных чисел п-й степени на сегменте 

[N, N \ не превосходит

Зл 1 1Г п
2 К2 п-1 Г п — 1 S^(S + 2) '

где

2 (1 а) 
£

Доказательство проводится 
Линника. В теореме Ю. В. Линника 
тривиально получаем уточнение

аналогично рассуждениям
(2) о „большом решете"

Ю. В. 
почти

Зл X 1 
2/2 Z

с помощьючается указа™?/ ™р"Р“е"еН,К” ™ И' «• В™гРадоВа (■)

Введем следующие обозначения:

полу-

упомянутой в начале статье (1).

К,
— 2 х(л)т(л), х(п) — число делителей п 

n = N,
Теорема 3. Если для любых Nlt N2 под условием

De~(^ о)Deon О)гі‘
верна оценка

N2)<^D при любом е>0,
то гипотеза (1) верна*.

Заметим, что оценка (2) вытекает из 
ее неверность обозначала бы неверность

(2)

гипотезы Римана для L(s, х); 
гипотезы Римана.
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♦ Настоящая теорема возникла в беседе с проф. Ю. В. Линником


