
Доклады Академии Наук СССР 
1949. Том LXVI, № 8

МАТЕМАТИКА

А. ФЕТ

КОЛЬЦО ГОМОЛОГИЙ ПРОСТРАНСТВА ЗАМКНУТЫХ 
СПРЯМЛЯЕМЫХ КРИВЫХ НА СФЕРЕ

(Представлено академиком И. Г. Петровским 24 III 1949)

Пространство О замкнутых спрямляемых кривых на сфере Sn изу
чалось Морсом и Л. А. Люстерником. Числа Бетти (mod 2) этого про
странства для п = 2, найденные Морсом, равны 1, 1, 2, 1,2, 1,... 
(начиная с одномерного). Соответствующие базисные Д-циклы (mod 2) 
обозначим

«2> «з> иь, Яв,---, (О

где <7%_], в обозначениях Морса, есть А^ ((4), гл. IX). Геометри
ческий вид А?2 указан Морсом. Обозначим Q "-1, U^, U21'+ 1 двой
ственные у-циклы, так что не равны нулю только произведения:

(2)

Л. А. Люстерник изучил для геометрических целей (теорема о трех 
геодезических) произведения (Q1)2, (Q1)3, задавая Q1 эффективно (3). 
Мы здесь решаем для случая двумерной сферы поставленную 
Л. А. Люстерником задачу определения кольца гомологий про
странства И (по mod 2).

Чтобы обнаружить негомологичность нулю у-цикла Ах В, мы 
рассматриваем это произведение на многообразиях или псевдомного
образиях, вложенных в Q, на которых вычисление произведений 
сводится к пересечениям Д-циклов. Исследование Д-циклов опирается 
на результаты. Морса.

1. Лемма. Пусть Мп — многообразие с краем Г, М°п=М\Г — 
открытый комплекс (см. (*)); {z/}, соотв. г},—дуальные Д-базы 
на Мп> соотв. М°, {Z/}, {Z”~r} — двойственные у базы. Если
Е' на Мп, то

Доказательство — сведение к результатам Л. С. Понтрягина (2).
2. Фиксируем на сфере Д2 точку А и п попарно различных зам

кнутых кривых Xv Х3, ...Дя (не окружностей), проходящих через А, 
с заданными направлениями. В А проведем направленную касатель
ную Т, и через нее плоскость под углом т к нормали в А (—^/2<т<к/2). 
Окружность пересечения этой плоскости с направим вдоль Т и 
обозначим (т). Замкнутую кривую

%... т+ф % соотв. . ,тпХп>

назовем n-окружностью 1-го, соотв. 2-го рода.
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При нечетном п = 2#—I нгя m п „‘рода образуют Д-цикл < ,, соотв )'ОКРУ™СТИ Пго, coojb. 2-го, 
тора. Вращая этот цикл вокпиг 2а-р гомеоморфный образ 
0<9<«, и производя деформацию (’"T-d Образуем Г угол*’ 
сооти. о,„ - гомеоморфный образ многообразияГ и™ " 
произведения v у [(Хч <" 11 разия, получаемого изи дения v2k_l х отождествлением (т„ т . щ
~ Т2А-Р • • • >ті; 1 ' ‘ ’ 2А-1» Ч) —

подторов
= VxO, и {РН^МХхм если комплексчетно. Легкими, хо™ неХі^ г^ СЛУЧае’ Пусть г не' 
менением теоремы Л. С Понтпягина л здкими вычислениями, с при- 
Дг-база многообоазия „ _ трягина 0 снят™ Пикла, находим, что 
тд р га состоит из циклов вида ■ 1) / г• 21 ч/ ‘ • ч\ «2/ 1Из этих циклов составляем дуальные базы " } г ’ } &Ч‘
Путем деформации (сначала сводя все \ в

Г + 1

в размерностях г, 2£ — 
А) устанавливаем:

&7/ — 0, на £2 (mod 2).
Из (2) и (3) находим: = Q^^z = 0 Qr 1t __ ,
Применяя лемму п. 1 (в случае Г = ГП « J г ~ Л 

на vw найдем сначала (О2А~Г О1) > ЛИЦу Дуальных
тем так же выводим: Q ' * ~ Ъ °ТКуда на

(3)

Q;
баз 
за-

(QrxQ?-k~r).V2k где [у]2 — вычет
Из (4) и единственности 2^-мерного цикла (см

Y (mod 2). 

(Г)) имеем:

(4)

После стягивания в А все двумерные базисные 
У ичтожаются (mod 2). Отсюда Q^Q^O на

(5)

подторы торов

Ц2л легко деформировать
вокруг нормали в А на к.

и Q

В ^2ft

.2ft - 3

Поэтому

х 14 Г = и. (6)

на й, поворачивая окружность

2ft ' ■ на Q.
"ротивоподожные точки д, в. с0.

Р^^Ривать полимернднаны сТобо?тачая ““

образ ^-мерного ;ора7- “"ож«™° »» всех 2«-ИерИдИанов е“’ 

отображении J м " ° ° "Р«
вать как отождествление на 7 Чп ?ажение ' можно рассматри-(9b 91 лепление на / За исключением не более чем(24-2)-мерного особого множества F, точки имеют окрестности 
омеоморфные 2^-мерному шару. Обозначим G = w2k\F 
В^о *2
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+(_ псевдомногообразия, следовательно, циклы Q. Достаточно 
малая полиэдральная окрестность V(F') имеет те же Д-группы,_что Р', 
поэтому у-цикл U2k, рассматриваемый на + можно снять с V (здесь 
р'— особое множество w2s + i> dim Р’ <С 2# — 1). Дальше рассматри
вается гомологичный Ц'* у-цикл открытого комплекса
w2fe + 1 \V=^fe + i- M2fe + i = 7И°й + 1 —многообразие с краем.

Очевидно,
(У™ х Q1)-w2k +, = (^ х Q1)-^ + р (8)

где справа Q1 рассматривается на М2ь + г Обозначим циклы на w2ft + 1:

= (& = 0); г2ь ~ (Ti = d)> Д = См = т2 = • • • ~ T2h — i r2k = и)’ 
О = Сч = • • • = Ъь _ 1 = °> & = °)-

Будем считать, что о деформацией переведен на M2k + , (по w2k + j). 
Обозначим т1 = lr + m°2k = m2h M%k + р r°ft = r2h rx M°2k + г

На 7И^+р соотв. Л12к + 1, имеем

^0x^=1, m°2kxr1 = 0, 
r2k хті = °’ r°h X Гх = о.

Рассматривая G как накрывающую для G, можно показать, что 
одномерный Д-базис M2h + j составляют mlt г1 и хДД^Г), 1<У<Л 
где Г = (0 < т,- < тс (i = 1,... ,2&), & = 0). Так как Г стягивается в точку 
на w2fe^p то х^' — 0 на Q (у = 1,..р).

Вводя двойственные циклы x^k, запишем дуальные базы на + 
соотв. M2k + i:

m°2k I r2k I O’ I xi5- (10)

Легко деформировать rr и lr в a m2k в так что

Ql.ri = Ql.Z1= 1. (11)

Пользуясь (7), (4) и (5), найдем

^•^=1. (12)

Из леммы п. 1 и (9—12) выводим:

(f/o'xQ^-M + ^b

откуда, в силу (8),

х Q^O на Q. (13)

4. Обозначая а, 8 вычеты (mod 2), имеем, по (1):

х Q1 = aU2h + 1 + ₽Q2" + *• (14)
О - , 3493 ДАН, т. 66, Лв 3



Все двумерные базисные подторы я»2А + 1 гомологичны нулю 
на £2, поэтому Q1XQ1~O на ^й.+ р х Q^-q^ j = х 
xCQ1 х Q^-^k + i = °: умножая (14) на ^а + р найдем поэтому р = 0. 
Но а=^=0 по (13). Значит,

U™ х Q1 = U2k + \ (15)

5. Из (5), (6) и (15) следует
Теорема 1. Кольцо гомологий пространства £1 определяется 

таблицей умножения {k, Z^>1):

У х Q = [Cft + Z_2]2t7 т
Q21-1 х U2h = [C^-^U2^-1,

U2kx U2l = U2h + 1 х ^l-x = U2h + ixU2l = U2k + x x l/z + I = 0.

Образующими кольца служат Q2>'~ \ ^^-1. Длина (s) пространства 
й равна 3.

Назовем повернутую на & вокруг нормали в А ^-окружность, 
в которой все сведены в А, повернутой ^-окружностью (0<О4<^л). 
Легко доказывается теорема о нормальных формах.

Теорема 2. Нормальная форма цикла q2h_1 состоит из всех 
2#—1-окружностей 1-го или 2-го рода. Нормальная форма цикла 
u2h состоит из всех 2Ь-окружностей 1-го рода или из всех повер
нутых {2k — 1)-окружностей 1-го или 2-го рода.

Нормальная форма цикла u2k + i состоит из всех повернутых 
2Ь-окружностей 1-го рода.

Томский государственный университет Поступило
им. В. В. Куйбышева 22 11 1949
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