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ДИФРАКЦИЯ ПЛОСКОЙ УПРУГОЙ ВОЛНЫ ОТНОСИТЕЛЬНО 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО ПРЯМОЛИНЕЙНОГО РАЗРЕЗА, 

СВОБОДНОГО ОТ НАПРЯЖЕНИЙ
(Представлено академиком В. И. Смирновым 4 III 1949)

В работе р) мною была рассмотрена двухмерная задача дифрак
ции плоской упругой волны относительно полубесконечного прямоли
нейного жестко закрепленного разреза. В настоящей работе разрез 
предполагается свободным от напряжений.

1. Рассмотрим упругую плоскость ху, в которой сделан разрез 
вдоль луча у = Ъ, л>0. Берега разреза предполагаются свободными 
от напряжений: = 0, тху = 0 (у = 0, х >0). В упругой плоскости 
распространяется элементарная плоская продольная волна

u = — cs(t — cx + Уа2—"с2 у), v = У cP —Т2 s (t — сх + У а2 — с2 у\ 

фронт которой при /<0 не пересекается с разрезом, а в момент 
времени t = 0 доходит до начала разреза. Здесь: 1 / а — скорость рас
пространения фронта продольной волны; 1/6— скорость распростра
нения фронта поперечной волны; с —вещественная постоянная, 
0<c<a; s (?) —разрывная функция, равная единице при ^>0 и рав
ная нулю при £<0. Требуется определить вектор упругих смещений 
и(х,у, t) в любой момент времени £>0.

Представим вектор и в виде суммы и = и* + и2, где их — вектор 
продольных смещений и и2 —вектор поперечных смещений. Пусть 
иг и — составляющие вектора иг; и2 и — составляющие вектора и2. 
Будем искать решение задачи дифракции, взяв за функции и^х, у, t), 
Vi (х, у, о, и2 У, у, О И v2 (л, у, t) однородные функции нулевого измере
ния относительно переменных х, у, t. Однородные функции их, «2 
и v2, являясь обобщенными решениями волнового уравнения, могут 
быть представлены в виде (2): 

»1 = ReZ71(01), ^-ВеУДбД и2 = ReU2(02), u, = Re У2 (02), (1,1)

где t — ^x — Va2 — Ь2у = 0 и t — 02х - /б2 — 022 у = 0; (0Х) и
— функции, голоморфные в плоскости комплексного перемен

ного 0! = ^ + ^, разрезанной вдоль луча —а; 6/2(02) и У2(02)— 
функции, голоморфные в плоскости комплексного переменного 
02 = ?2 + П2, разрезанной вдоль луча $2 > — Ь;

(1,2)
02 lh (02) + Уь2 - 022 у2(02) = о.
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Функции U^Y), VjOi) и t/2(02), И2(02) должны удовлетворять 
следующим краевым условиям на верхнем и нижнем берегах разреза 
плоскостей 0Х и 02:

Кег/Ж) = Л Re U1 (?х) = р, ^V+^ = q, ReViGx) = ? 
(— cz<?x< +c);

Re^t(?x) = ^, Ret/r(^) = O, ReVt(?x) = A, ReV7(^) = 0 

(+ c<£i< + a);

Re [(2?2 - Й2) U\ (?) + 2?2 U2 (?)]+ = 

= Re [(2?2 - b*) U\ (?) + 2?2 U2 (?)]- = 0,

Re [(2?2 - b2) V'2 (?) + 2?2 И (?)]+=

= Re [(2?2 - ft2) У (^) + 2?2Vi (?)]- = 0 

(+a<<< + M; (1,3)

Re^(?2) = O, Re£/r(?2)=0, Re^(?2) = 0, Re ИГ (?2) = 0

(— &<?2< + c);
ReUty^k', Re£72~(?2) = 0, Re (?2) = Л', ReV2“(?2) = 0 

(4~ c ^2 4~ ^)*

Здесь: p = — c, q = У a2 — c-, # = — c (1 + A), h = У a- — c2 (1 — A),

У — — Vb2 — с2 B, h' = cB, где

“ — 2c2)2 + 4c2 Кя2 — c2 — c2 ’

g - 4c (&2 — 2c2) /я2 —c2 
~ (b2 — 2c2)2 + 4c2 V a2 — с2 У b2 — c2 ‘

2. Продолжим разрез в плоскости 6Х вдоль вещественной оси на 
отрезке — Ь^^у^ — а. Пусть:

Re Ut (?х) =Re UY (?х) = р + А (У, 

Re V+ (?х) = ReVT + (2,1)

где —&<?x< —a; /Х(5Х) и /2(?х) —неизвестные функции.
Функции (262 -fe2)A1(6)+ 262Z7H6) и (262 - U) ^(б) + 262 И (0) 

должны быть голоморфны в плоскости комплексного переменного 
6 = ? + ^, разрезанной вдоль луча ?> — Ь. Из краевых условий (1,3) 
и (2,1) эти функции могут быть определены непосредственно:

(262 - 62) У (6) + 262 U2 (6) = К О + и

(202 _ и2 (0) + 262 У (6) = ^±1^,
(2,2)
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Ф(в)=і +
ь

Т (0) = 1 V 2^2 Vb + I
' TZI } Ь u

- b

и (0) = yv+ 9 {(292 — й2) \рА (0) + ЬВ (0)] + 2/ 92 В (6) + Рх (9)} + Qi (9), 

у (0) = уь + 0 (292 \qA (9) + hB (9)] + h' (292 — b2) В (9) + Р2 (9)} + Q2 (9);

, /ПЧ Vb + c dzo\_ _____ V ь +с________ _ ____L_—
~ Ш(О —с)КГ+ё’ ~ 2w(0 —c)KZ> + 6 2тг/(9—с)

Здесь Pi (9), Р?А®)> Qi(e) и Q3 (9)— многочлены с чисто мнимыми 
коэффициентами.

Далее, из уравнений (1,2) и (2,2) определяем функции

- fl. (2о2 — й2)[Ф
и' — ГГ+е [(202 -/ft2)2 + 402 Га2 - 02 Кб2 + 02]

(202 - [ф (О) + и (0)] + 20 — 02 [У (0) + V (9)] Кд2 - 92
1/1 Г&Т0 [(202 - ft2)2 + 402 Га2 — 02 V &2 — О2 ] 0

(2,4)
. 20 УР2^62 ГФ (9) + и (6)1 - (203 - [У (0) + V (0)] к&2 - 02

U:2 ~ —у y ip [(202 — ft2)2 + 402 V а2 - 02 Кй2 — 92 ] 0

- 20 Г^^б2 [Ф (9) + U (9)] - (292 - [У (0) + V (9)]
^2' ' У ДДГб [^О2 — 62)2 + 492

3. Условия аналитического продолжения функций Ur (9) и Ух(9) 
через отрезок — Ь<А^<А — вещественной оси приводят к двум за
дачам Гильберта для функций Ф(9) и Т(9):

Ф+(^) = -О(^)Ф-а) + ^^) (~Ь<^<-а\, (3,1)

*Г+(£) = G ©*?-(!■) +£1(5) (-&<5<-«). (3,2)

?2 2. (2?2 - ь
S (5) (2ч Ь ) (2^2_ ^2^2__ 4^Ка2__ —52

,г. ОС1/-2—га (252 -
£1(5) — 2E.V а ■ (9^2 — &2)2 — ^/а2 — ^2 /ft2 — 53

(3,3)
_ (2^2 — ft2)2 + 4S2 к«2 — К ft2 — S2 

(2^2 — ft2)2 — 4^2 К«2 — 52 Kft2^— 52 ’

Задача (3,2) имеет единственное решение, исчезающее на беско
нечности. Это решение дается формулой (3):

(9) С gi (£) — (3,4)
1 “ 2т } Х+(Е)(5 - 9) ’ V

—ь

X(9) = exp|^v^ lgG(^)~e|.
—b

(3,5)
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Задача (3,1) допускает семейство решений, равных на бесконеч
ности нулю. Требование голоморфности функций Ц(9) и Vj (9) в 
точке 0= — b определяет единственное решение задачи (3,1), исче
зающее на бесконечности:

ф roi + 0 е I я + 5 g (5) 45 СЗ 61
—ь

Из ограниченности вектора и (%, у, t) в точке х = у = 0 следует, 
что «РД9) = А. + В^, KiQj(Q) = Cj + DjGj (j = l,2), где Bj - из
вестные и Aj, Ср Dj — неизвестные вещественные постоянные. Да
лее, из краевых условий (1,3) следует, что функции (2,4) не должны 
иметь полюсов в точке 9 = 0. Это требование определяет коэффициен
ты Aj и дает два уравнения для определения коэффициентов Cj и Dj. 
Два других уравнения для определения коэффициентов Cj и Dj по
лучаются из условия голоморфности функций (2,4) точке 9 = —s, 
где (—s) есть один из двух вещественных корней уравнения

(292 — ь2) + 492 /а2 — 92 — 92 = 0; — s <(— b.

Тем же методом может быть решена двухмерная задача дифрак
ции элементарной плоской поперечной волны

и = уь2 — с2 s (t — сх + VЬ2 — с2 у), v == cs(t —ex+ — с2 у)

относительно полубесконечной прямолинейной щели 
свободной от напряжений, когда угол падения волны 
угла полного внутреннего отражения (0<с<а<Ь).

Саратовский государственный университет 
им. Н. Г. Чернышевского

у = 0, х 0, 
не превышает

Поступило 
4 Ill 1949
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