
Доклады Академии Наук СССР 
1949. Том LXVI, № 1

АЭРОДИНАМИКА

А. М. ОБУХОВ
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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 10 III 1949)

Вопрос о структуре поля давления в изотропном турбулентном 
  потоке до настоящего времени в статистической теории турбулент- 

  ности почти не исследовался. При выводе основного уравнения, свя- 
   зывающего вторые и третьи моменты поля скоростей несжимаемого 
   потока, давление исключается (^, однако из этого нельзя делать 

вывод, что пульсации давления в изотропном турбулентном потоке 
равны нулю. Такое ошибочное заключение было сделано М. Д. Мил- 
лионщиковым (2). В настоящей работе мы укажем достаточно общий 
метод определения структурной функции давления (средний квадрат 
разности давления в двух точках как функция расстояния между 
точками) для изотропного турбулентного потока несжимаемой жид­
кости.

Воспользуемся известным выражением для оператора Лапласа поля 
давления в потоке несжимаемой жидкости. Если взять дивергенцию 
от правой и левой частей уравнений Навье — Стокса

ду* 
dt

д 
дх*

(va v')---- — + чДц", (1)

то, принимая во внимание уравнение неразрывности

получаем:

где v* (все индексы пробегают значения 1, 2, 3)—компоненты ско­
рости потока, р — давление, а — плотность, да — символ дифференци­
рования по ла; по одноименным индексам производится суммиро­
вание. В силу условия несжимаемости среды (2), уравнение (3) можно 
записать также в форме

Ар = — д^. (4)

Предположим теперь, что поле скоростей и поле давления стати­
стически однородно и изотропно. Умножим оператор Лапласа от дав­
ления Ар, определенный согласно уравнению (4), в точке Мг на ана­
логичное выражение Ар в точке М2 и осредним результат. Пользуясь
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при этом условием статистической однородности рассматриваемых 
полей, получаем:

W) - w 51? ■ <s>1 1 2 2
В левой части формулы (5) дифференцирование производится по 

координатам С вектора, соединяющего точки наблюдения Мг и 
(^=xa-<)-2 1 , _______ ___ _____ _

Вместо корреляционной функции поля давления р (М^р (М2) удоб­
но ввести структурную функцию

П(р) = ^(М.^-РІМі))2, (6>

которая для локально изотропного поля зависит только от расстояния р 
между точками наблюдения. Из уравнения (5) следует, что

р д* 4 d3 \ гг 0 2 dv& dvl dvs
^П = ^ + -7^)Т' = ^^1Р' ^'1?'112 2 (7)

Уравнение (7) позволяет определить структурную функцию поля 
давления, если известны четвертые моменты двухточечного типа поля 
скоростей или четвертые моменты производных поля скоростей. При 
этом мы будем рассматривать решение уравнения (7), удовлетворяю­
щее дополнительным условиям:

а) при р = О П (р) = 0;
б) при р —оо 2^-  о.*
Для вычисления четвертых моментов производных поля скоростей 

воспользуемся гипотезой, впервые предложенной М. Д. Миллионщи- 
ковым в цитированной выше работе (2). Мы будем предполагать, что 
четвертые моменты поля скоростей выражаются через вторые моменты 
так как это имеет место при нормальном распределении 1 аусса . 
Как известно (3), для любых четырех статистических переменных 
w2, w3, связанных нормальной корреляцией, имеет место

®2 w3 •
Применяя эту формулу к произведению производных поля скоро­

стей, входящему в правую часть (7), получаем.
Д2П(р)=—4а25^Вм, (8)

где ___ ___________„0,8 = J — (М). 
дх* ' 17 дх< ' 2 1 2

При выводе формулы (8) использовано также известное свойство 
изотропного (локально-изотропного) поля скоростей.

* Это допущение находит известное оправдание в измерениях Таунсенда ( ), 
„о„за™”^ определенное »ач
ппоизводной скорости потока отличается всего на 15 /0 от значения этой величины, 
вычисленной^ о нормальном распределении. Средний квадрат про­
изводной в этих опытах непосредственно измерялся.
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Введем специальное обозначение для структурной функции поля 
скоростей:

- (va (М2) - va (ц3 (М2) - СВД. (9)

Для локально-изотропного поля скоростей (5) структурный тензор 
) имеет вид

(10)

где Dnn и Da (продольная и поперечная структурные функции поля 
скоростей) связаны условием несжимаемости потока:

Dnn — -j- Du + Dn. (И)

Корреляционные функции В3;® для производных поля скоростей 
непосредственно выражаются через производные тензора D^Y^y

d^Ty1
т 2 (12)

Подставляя (12) в (8), получаем уравнение для определения струк­
турной функции поля давления по заданной структурной функции 
поля скоростей:

Д2П (р) = - а2 д^Р^
(13)

В связи с результатами работ А. Н. Колмогорова (6, 6) и А. М. Обу­
хова (7,8) представляет интерес вычисление структурной функции 
поля давления для поля скоростей, в котором структурные функции 
Dnn и Du пропорциональны расстоянию р в степени две трети:

Оц = ^> Dnn = ±b^О

и, соответственно этому:

(14)

где b— некоторая константа, теоретически связанная со средней дис­
сипацией энергии в рассматриваемом потоке (7). Подставляя выраже­
ние структурного тензора (14) в уравнение (13) и опуская промежу­
точные выкладки, получаем:

Д2П(р) = - |рМр“8/3. (15)

Будем искать решение уравнения (15) в форме П(р) = Л’рп. В этом 
случае

Д2П (р) = (п —2) (п — 1) п (п + 1) Л'ря~4,

откуда следует, что п = 4/3, К = о264.
Таким образом, для рассмотренной выше схемы локально-изотроп­

ного турбулентного потока структурная функция поля давления про-
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порциональна квадрату продольной компоненты структурной функции 
поля скоростей:

П (р) = °2 [Dn (р)]2, (16)

где а —плотность среды*.
Вопрос о пульсациях давления в турбулентном потоке, повиди- 

мому, связан с проблемой взаимодействия звукового поля и турбу­
лентности (вихревая компонента поля скоростей), однако с точки зре­
ния акустики турбулентного потока представляет интерес не только 
пространственная структура, но также и временной спектр турбу­
лентных пульсаций давления.

Указанный выше метод может быть применен также для расчета 
корреляции поля давления и квадратичных характеристик поля ско­
ростей в изотропном турбулентном потоке (для вычисления моментов 
типа В^^-р чГ «) «)).
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* Пропорциональность структурной функции поля давления квадрату произведе­
ния плотности среды на структурную функцию поля скоростей может быть получена 
также из элементарных соображений теории размерностей (9).
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