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О НЕКОТОРЫХ НЕОБХОДИМЫХ КРИТЕРИЯХ ИЗГИБАЕМОСТИ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ В МНОГОМЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ
(Представлено академиком И. Г. Петровским 24 1 1949)

В предыдущей статье (г) нами была дана геометрическая харак­
теристика поверхностей Vm с: Ет + q малого типа в общем случае и 
специально в случае q—2.

В настоящей работе даются более углубленные необходимые кри­
терии изгибаемости поверхностей.

Как было показано ранее, для того, чтобы Vт G Ет + 2 допускала 
нетривиальное изгибание, необходимо, чтобы выполнялась альтерна­
тива:

1)
2) VmaVm + v r(Vm + 1)<2.
Этот критерий допускает дальнейшее усиление. Предварительно 

введем несколько новых понятий. _
Изометрическое с о о т в е тс т в и е. V т будем называть 

соизгибанием, если: 1) V т с Рт + р Vт с Vт + р 2) Vт +1 соVт + j;
3) поверхности VтУт соответствуют друг другу при изометрическом 

соответствии Ут + 1со Vm + v
Изгибание, не являющееся соизгибанием, буде мназывать с о бет- 

вен н ы м.
Ранг изгибания. Будем называть рангом изгибания 

Vm^Vm совместный ранг форм {Ф®, 9^}, где {Ф|Д система сме­
шанных форм V т, {fg} — система смешанных форм V т, s = 1, .. •, q, 
а, ₽ = 1, .,., т.

Можно сформулировать следующую теорему, являющуюся усиле­
нием предыдущего результата. _ _

Теорема 1. Изгибание V т, Vmc.Em + v Vможет 
быть только двух родов:

11 у со У есть соизгибание,
2 ) ранг изгибания УтсоУт-<4.
Отсюда, в частности, вытекает:
Цля того чтобы поверхность Ут допускала собственное изги­

бание, необходимо, чтобы г(Угп)-^А-
Теорема 1 может принять несколько иной вид, если ввести поня­

тие элементов конгруентности.
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Пусть Vm_t есть некоторая поверхность, лежащая на V т, Vm_? — 
соответствующая ей по изометрии поверхность на V т. Будем назы­
вать элементом конгруентности, если вдоль Vm_? изо­
метрия Vm _ р ОС Vm _ р вырождается в конгруентность Vm _ р s Vm _ р.

Тогда теорема 1 утверждает, что:
1. Изгибающаяся поверхность Vт допускает расслоение на 

мерное семейство элементов конгруентности Vm

И = ос ₽ I/ , V =ООР1/ , V — V 
т т — р* т т — р’ т—- р — т — р-

причем р <14.
2. Если Vт допускает соизгибание, то элементы конгруентности 

суть поверхности класса 1 и размерности — 2

V = ос2 / У = оо2 V tz = У 
т т — 2’ т т — 2’ * т — 2 т — 2

3. Если Vт допускает собственное изгибание, то элементы 
конгруентности суть поверхности класса 0 (плоскости) и размер­
ности ^т — 4

^т = ^Ет-^ Ет_^Ет-Г

Необходимое условие г(И«Х;4 собственного изгибания можно 
усилить.

Предварительно введем еще понятия фокального элемента и 
фокального семейства плоскостей.

Рассмотрим поверхность Vт, которая допускает расслоение на 
оог плоскостей Ет_г, причем вдоль Ет_г нормальный бивектор 

остается постоянным (т. е. г(Ут)<>).
Легко видно, что поворотом репера можем добиться:

Ыат + і = ф/=0, а = г+1, .... т, s= 1,2;
+ о/, , i, j = 1, ., г, ] суммиро-

? вание
= а«/ <J, i, j — 1, • • •, г, а = г + 1, ..., т J по j.

При этом {Jt ...Jr} = EryEm-r.
Назовем направление dr, входящее в Ег, фокальным, если 

при сдвиге Ет-г вдоль этого направления переходим к бесконечно 
близкой плоскости Ет-г, причем

Е- г П Ё_ = Ет г Р т — г т — г т — г — 1’

т. е. при сдвиге в фокальном направлении Ет-Г пересекает_макси- 
.мально тесно соотйетствующую бесконечно близкую плоскость Ет-г-

Необходимым и достаточным условием того, чтобы dr было фокаль­
ным направлением, является

<а
-4- = ux> i = 1, ..., г, а = г + 1, ... , т 
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для соответствующих dr: dr = toiJi, i—1, ...,г. Иными словами, 
аффиноры аД имеют одно и то же инвариантное направление.

4 фо к а л ь н ы м семейством плоскостей Ет-Г будем назы­
вать однопараметрическое семейство плоскостей ^ (0, удовлетво­
ряющее Требованию Ет — г Д) П Ет — г Д "Ь dt) ■ ■ йт — г — 1 (^)*

Теперь можно сформулировать следующую теорему.
Теорема 2. Для того чтобы Vm допускала собственное изги­

бание, необходимо, чтобы:
1) Vт допускало расслоение на г-параметрическое семейство 

плоскостей Ет _ г, вдоль каждой из которых нормальная плоскость 
остается постоянной (т. е. rang(l/OT)<r);

2) в каждой точке Vm имеется, по крайней мере, одно 
фокальное направление dr б ЕгЕЕт-г, г <4.

Пункт 2) может быть сформулирован несколько иначе.
Vm расслаивается на оот~х фокальных семейств плоскостей 

Ет — г, С 4,
Более детальное исследование показывает, что каждому типу 

аффинора а«/ отвечает определенная структура поверхности и изги­
бания.

Не давая всей классификации, укажем только два крайних част­
ных случая.

1. Любое направление dr с Е4 = {Д ... Д} является фокальным. 
Тогда Vm имеет цилиндрическое строение, а именно: Vm представ­
ляет собой цилиндр, основание которого есть поверхность V5 С Е-, 
причем Vm получается, если через каждую точку V5 провести пло­
скость Ет-5±Ет Изгибание Vm сводится к изгибанию его основа­
ния 1/5 в Е^, т. е. образующие Ет-ь движутся поступательно, оста­
ваясь перпендикулярными к фиксированной плоскости.

2. Другой, наиболее интересный случай получается, наоборот, 
когда аффиноры аД имеют минимально вырожденное строение, т. е. 
имеются только 4 фокальных линейно независимых направления 
Д ..., Д которые составляют фокальный репер.

Если перейти к реперу Д .. Д... Jт, то получим (о?)' = 0 (mod ш'), 
і=\, 2, 3, 4. Это означает, что репер Д..Д является голономным, 
т. е. можно так параметризовать плоскости Ет^ {и1, и-, йД иД что 
координатные семейства Ет-ь (іД, иД и03, иД..., Ет-ь Д1, «о2, ио3- wo4)> 
являются фокальными.

Обозначим через s = l, 2, левые части нормированных уравне­
ний касательных гиперплоскостей:

^2 = 0), 5=1,2,

где ^f = Jm + s — нормаль к поверхности,_ $ = 1,2; (г — г0);
г — произвольная точка пространства Ет + ч', — точка поверхности Vm•

Тогда легко видеть, что_ vs суть функции координат и1, .... и*, 
от которых зависят Д и г0, удовлетворяющие дифференциальным 
уравнениям

dus I „■■Д с / — 12 i i k = 1 4, (*)

причем Д'Д Д'/ суть функции от и\ ..., if-
Обратно, если поверхность Vm ранга 4 имеет касательные гипер­

плоскости = 0, = 0, удовлетворяющие уравнениям типа ( *), то
Vт имеет невырожденный фокальный репер.
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В частном случае, когда а«/ есть симметричный аффинор (в орто­
гональном репере поверхность с невырожденным фокаль­
ным репером есть поверхность с линиями кривизны, т. е. можно 
выбрать такую систему координат я1, я4, я5, ит, что:

1) dr — du' J, + du" Ja, i = 1,..., 4, a = 5, ..., m;
2)^k = askJk, s = l, 2, #=1, ...,4, no k не суммируется;

0, s=l, 2, a = 5, .... m.
’ dua

Последние уравнения 2, 3 суть аналоги уравнений Родрига.
Примечание. В цитируемой работе (’) формулируемые мною теоремы верны 

не только для малого типа t (=0, 1, 2), но и для произвольного г>2.
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