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МАТЕМАТИКА

Я. Л. ГЕРОМИМУС

О НЕКОТОРЫХ КВАДРАТУРНЫХ ФОРМУЛАХ 
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 3 П 1949)

I. Рассмотрим квадратурную формулу

Ь «

J/(x)^(x) = (1)

     в которой все абсциссы вещественны, различны и лежат на конечном 
   тоезке \а,Ь\, а все коэффициенты неотрицательны, причем о (%) 

   некоторая функция распределения *,  имеющая бесчисленное множество 
  точек роста; через 7ИП обозначим степень точности формулы (1), т. е. 
  наивысшую степень полинома, для которого она справедлива.
  В своем классическом исследовании (') акад. С. Н. Бернштеи 

рассмотрел квадратурную формулу Чебышева с равными коэффициен
тами, причем

dc(x) = dx, [a,b] =[0,l]; = (/= 1, 2, ..., п); (2)

пользуясь весьма изящными и тонкими методами, он получил нера
венство А4я<4/п; при этом оказалось, что решающую роль играет 
поведение полиномов Лежандра вблизи концов отрезка. Пользуясь 
аналогичными соображениями при рассмотрении более оощею ооло- 
жения d^x), мы получим при некоторых ограничениях соотношение

Мп = о (——откуда будет следовать, что при л/”’ — I —) имеем \n J

II. Рассмотрим полиномы {Р„(х)}, ортогональные относительно 

обложения dcs(x):

Pn(x) = ]](x-x^), а<х^<х^<... <хп^<Ь- (3)

введем ступенчатую функцию распределения ^п(х), имеющую в каж
дой точке {x/n)}in положительный скачок, равный — ; если вся по
следовательность функций распределения {Фл С^)} сходится к некоторой 
функции ф (х), то мы будем называть эту последнюю предельной 
функцией распределения нулей ортогональных полиномов {Р„(-Ч] '.

* Т. е. функция а (х) ограничена, не убывает, непрерывна слева, причем а(х) —О 
при х < а и а (х) = а (Ь 4- 0) при х > Ь.

** По теореме Хелли можно утверждать лишь, что существует сходящаяся 
подпоследовательность (х)}.
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Будем говорить, что функция а(х) принадлежит классу А, если 
выполняются следующие два условия:

1) множество Е ее точек роста расположено на замкнутом мно
жестве положительной емкости Ео с [а, й|;

2) предельная функция ф(х) является функцией распределения 
Робена р(х) множества Ео> т. е.

$ ig dV- W = const, z€£0; $аГи(х)=1. (4)
E> E„

Лемма. Если предельная функция ф(х) является функцией 
распределения Робена ц (х) и если е = [а, а + е] с Ео, где е — малая 
положительная константа, то

р(х) = OQAx — а), х € е. (5)
Для доказательства рассмотрим функции

Im у (z) <0, Im z > 0;

л (г) = $ У (z) dz = pg (z — x) dp {x}-, 
E.

(6)

для вещественных значений z<6^a функция F (z) вещественна и убы
вает с возрастанием z; если мы обойдем точку z = а по полуокруж
ности малого радиуса, лежащей в верхней полуплоскости, то на 
отрезке е будем иметь

Re F (z) — pg I z — x I dp (x) = const, Im^'(z)<0, z € e; (7) 
E.

исследуя особенность функции F(z) в точке z—a, мы видим, что 
в достаточно малой окрестности этой точки имеем

F(z) — F(a) = — iYz^a ^K*(z  — а)», ао^О, (8) 
^=0

где все коэффициенты вещественны; пользуясь формулой обращения 
Стильтьеса — Перрона, имеем для х € е

—— = — р lim Im F (х 4- i-q) = О (рх — а), х € е. (9)

Теорема 1. Пусть о(х)€ А и пусть функция а(х) непрерывна 
на е, а функция о'(х) почти всюду на е положительна-, тогда, 
если

lim рМ==0, (Ю)
х а V х — а

то *
(11)

П —> СО

Для доказательства положим 2т—1 ЛД и рассмотрим квадра
турную формулу Гаусса — Кристоффеля

* Аналогичные условия вблизи правого конца.
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\f(x)dc(x)=V?^f(x^), (12)
E v=l

верную для всех полиномов степени не выше 2т — 1.
Воспроизводя рассуждения С. Н. Бернштейна*,  мы имеем при 

пу>т

1 <.xj , Л1 <>Р1 ; (13)
введем ступенчатую функцию распределения ат(х) со скачками

cmUv("”+0)-am (xvlm}— 0)=p/m) (v = 1, 2, . . . , m); (14)

в таком случае, полагая Tj^x^’"'*,  имеем

"’“’‘tdl <15>

Благодаря условиям теоремы имеем при фиксированном у

1ІШ фт(т;) = ф(т|) = р(т;); limam(i)) = a(i)), (16)т —> оо т оо

причем, благодаря непрерывности функций о(х) и р(х) на отрезке е, 
сходимость равномерная (3); следовательно, выбирая число т настолько 
большим, чтобы т( б е (что всегда можно сделать, ибо а'(х)>0 почти 
всюду на е) будем иметь

mt <п) mr, W — _L „ /17\^т?1 = —+ £т, (17)

где limsm = 0 равномерно на е. 
т->ео

Пользуясь леммой и условием (10), находим (11).
Примечание 1. Если функция а (х) дифференцируема на отрезке е, то вместо 

(10) имеем условие
lim {а’(х) /і — а } = 0. . (18)

х —> а

III. Условия, необходимые и достаточные для того, чтобы предельная 
функция ф(х) существовала и являлась функцией р (х) Робена, при
ведены в наших заметках (2, 4); так как они довольно сложны, то 
укажем весьма простое достаточное условие для одного частного 
случая.

Теорема 2. Пусть Ео состоит из конечного числа конечных 
отрезков

У + [а2, &2] + ... + [as, bs], (19)
причем пусть Е — Е^ Е2, где Е^ Ео- E2cz[avbs] не более, чем 
счетное множество, и Ed cz Ео; тогда, если <т'(х))>0 почти всюдм 
на Ео, то с(х)бЛ.

Для доказательства достаточно сопоставить результаты наших 
заметок (2) и (4).

В этом частном случае мы можем указать явный вид функции 
Робена р(х) для множества Ео; она абсолютно непрерывна, причем

, f I I , -К^о,
Р (х) = п (20)

| 0, х^Е0,

* Или пользуясь неравенствами Чебышева — Маркова.
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где *
4—1
П 'г -

, ч ______ • (21)? (г) = -у===—-, 
b ГІ(г—аі)(г — Ьі)

при этом числа однозначно определяются из условий

\ to(х)dx — 0, Ьч <^Сч<Qv+i (v = 1, 2, . ., s 1).

Примечание 2. Пользуясь функцией Робена р.(х), мы можем без труда нанти 
асимптотическую формулу для любого числа Кристоффеля ?^т\ подобно тому как 
мы это сделали для Р1(т'; предположим, что функция а (х) дифференцируема всюду 
на £0 и что функция —^положительна и непрерывна на Е^; в таком случае 

имеем
(т> ~ 1 ° х^^Е,. (23)

₽v т
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* В частности, для отрезка [-1 + И И

1
= 1 — — arc cos х.
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