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1. Простейшие часы, как механическая автоколебательная система 
с двумя степенями свободы, состоят из двух главных частей: балан
сира (регулятора), взаимодействующего с ходовым колесом, и самого 
ходового колеса, увлекаемого во вращение постоянным моментом. 
В зависимости от того, будет ли балансир обладать собственным 
периодом или таковым обладать не будет, мы получим часы Галилея — 
Гюйгенса или до-галилеевы часы.

В 1944 г. Л. И. Мандельштамом была поставлена следующая задача: 
сравнить производные д-с/дЪ (где т— период автоколебаний, а м— 
соответствующие параметры: постоянный момент, вращающий ходовое 
колесо, коэффициент восстановления неупругого удара, коэффициент 
вязкого трения и т. д.) для часов Галилея — Гюйгенса и для аналогич
ных (но без восстанавливающей силы) до-галилеевых часов. При 
этом Л. И. Мандельштам выразил уверенность, что это сравнение 
позволит точно сформулировать динамические особенности часов 
Галилея — Гюйгенса по сравнению с до-галилеевыми часами и, следо
вательно, позволит точно охарактеризовать роль восстанавливающей 
силы, т. е. роль пружины или маятника как стабилизатора периода 
автоколебаний часов.

В настоящей заметке эта задача решается для некоторой идеаль
ной модели часов, обладающей, однако, двумя степенями свободы. 
Последнее обстоятельство является существенным, так как рассмо
трение моделей с одной степенью свободы, во-первых, не всегда 
позволяет сделать правильные выводы об устойчивости инте
ресующих теорию часов движений и, во-вторых, не позволяет про
следить зависимость от параметров балансира и рходового колеса 
перехода часов с режима противоударов на режим подталкивающих 
ударов.

2. Рассмотрим, пренебрегая твердым трением, идеальную модель 
часов, имеющую две степени свободы (1). Период 2т рассматривае
мого периодического движения системы будет зависеть от параметров 
J,k,p,h,v., характеризующих: J (/>0) — отношение моментов инерции 
балансира и ходового колеса;# (0<СА<1)— коэффициент восстанов
ления при ударе; р (р>0)— вращающий момент на оси ходового 
колеса;/г (А >0) —вязкое трение и х (х>0)— упругость пружины 
балансира. Эта зависимость для рассматриваемой модели дается, 
согласно (*), уравнением

рт2[2а— р -|- 2 (1 — а) й (А, х;т)] = 0 , (1)
где а = (J — #)/(1 + J) и ₽ = а + #; и (h, х; т) для модели часов Гали
лея— Гюйгенса имеет вид:
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U (Й, х; т)
е ~hz (cos шт + s*n шт J + 1 

g—2йт 2е—Лт cos шт + 1
(ш = Ух — Й2), (2)

.а для модели до-галилеевых часов
1

«(й, 0; т) =<ц (й, т) = ■
і І

(3)

Периодическое движение будет устойчиво, если выполняются 
•условия:

А = ₽(2а — ₽) j + P(l— а) [2(1-^) —^(т)Фх]>0,

В = + (а _ р)2] (Й, - aj + 2 [1 + (1 - И2] - 2g (1 - а)2 (1 - aj2 +

+ [2 (1 - а)2 - (1 - ₽)2 - 1] (1 ~ aj - 3 (1 - а) [2а0 + £тФ2] >0,

C = 4[l+(«-₽)2M-B>0, (4)

jD==2-^ + ^(«-₽)2&1-2(a-₽W>0, 

где _
1 = е-2А’ + 2^тсо8шт+1, Ь^е^, а0 = —зіпшт,
s

b1 — al = е~^х + (4 sin шт — cos шт) ,

1 — ах = 1 + e~hx (4 sin шт + cos WT ) ’

ф = e~^ Г _ e~2hx) sin шт - 2Й (1 + ^%T) cos шт - 4he'hx 1
i l ш ' J

Ф = Г л + е-2Лт) Sin ШТ 4- 2й (1 - е“2Лт) cos ШТ ] . 
2 I a) J

3 Различие в динамических свойствах часов Галилея Гюйгенса 
и до-галилеевых часов тесно связано с различием в поведении после- 
довательностей функций и is (Л,, т) при /к^О. Нетрудно
показать, что для любого х > 0 и любого положительного т (2л+1)

= 0,1,...) предельные значения функций и для часов Гали 
лея _ Гюйгенса и для до-галилеевых часов совпадают:

lim «ч (йу, х;т) = lim 'Пу (йу, т) — 2 .
Й^о %-* о

Однако последовательность функций «(йу, х;т) для часов Гали
лея-Гюйгенса (в отличие от последовательности функции ‘пДйу.т) 
для часов до-галилеевых) сходится при йу-*0 к предельной функции 
неравномерно и предельная функция при т=^=(2л+1) имеет раз

рыв. Последовательность кривых Ку(йу, х;т) сходится при йу-^0 к 
предельной кривой, содержащей при т = ^-(2п+ 1) „отрезок“ и>72-
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. На рис. 1 дня часов Галилея — Гюйгенса приведены кривые зави
симости полупериода -г от величины р, характеризующей вращающий 
момент на оси ходового колеса. Кривые построены по уравнениям (1) 
и (2) для различных значений h и фиксированных значений остальных 
параметров. Замечательньш является наличие у предельной кривой 
горизонтального отрезка АВ. Наличие такого отрезка представляет 
характерную особенность часов Галилея — Гюйгенса и позволяет для 
достаточно малого h и значений т, близких к значению тс/ ]/"х (харак
теризующему полупериод собствен
ных колебаний балансира), найти 
на кривых участки сколь угодно 
малого наклона. На рис. 1 и 2 жир
ными линиями выделены участки 
кривых, соответствующие устойчи
вым режимам, для которых условия 
(4) выполняются. Из рис. 1 видно, 
что при h-^Q область устойчивых 
режимов изменяется таким образом, 
что как раз участки кривых с ма
лым наклоном, примыкающие к от
резку АВ, оказываются неустойчи
выми (так как выражение для коэф
фициента В в (4) из-за члена ^Ф2 
становится при А-»-О и шт-»тс отри Рис. 1

цательным). Нельзя поэтому, рас
поряжаясь одной только величиной параметра h, одновременно удов
летворить требованиям заданной малости дДдр и условиям устойчи
вости.

Можно, однако, показать, что для часов Галилея — Гюйгенса 
совместным изменением параметров системы возможно одновременно 
удовлетворить как условиям заданной малости производных, так и 
условиям устойчивости.

Теорема 1. Для рассматриваемой модели часов Галилея — 
Гюйгенса при любом фиксированном т (т>0), любом фиксированном 
k (0<А<1) и любом сколь угодно малом е>0 можно так 
выбирать значения параметров системы K,J,h,p, что будут 
удовлетворяться условия устойчивости периодического решения по 
отношению к изменению начальных условий (в смысле Ляпунова) 
и неравенства

дт , дт 
'dp<'Z> Д

дх ~ д~ 
dh < S ’ dk (А)

характеризующие стабильность периода по отношению к измене
нию параметров.

Теорема 2. Для рассматриваемой модели до-галилеевых часов 
(т. е. при х — 0) нельзя распорядиться параметрами J,h,p так, 
чтобы при фиксированных и р и при любом заданном е удовлет
ворить условия (К).

4. Различие в динамических свойствах часов Галилея — Гюйгенса, 
работающих в режиме с противоударами, и часов Галилея — Гюйгенса, 
работающих в режиме с подталкивающими ударами, устанавливается 
теоремой:

Теорема 3. Пусть ev (v = 1, 2,...) — монотонно убывающая 
последовательность, сходящаяся к нулю, и ЛА (xv, #, т) 
(■* = 1,2,...) — соответствующая последовательность точек в про
странстве параметров такая, что для каждого v (v 1, 2,. ..) 
условия устойчивости периодического движения и условия (А) тео- 
3 ДАН, т. 65, № 3



і иьтплняются Тогда для всех у, начиная с некоторого v—N, 
Усматриваемое периодическое движение будет периодическим 
Снижением с подталкивающими ударами.движением д дены кривые зависимости полупериода т от
величины р, характеризующей вращающий момент, построенные для 
фиксированных значений параметров «Щ»=1,» = 0.5) и различных 
й и J, связанных соотношением «=(^ = 1-2*. Жирными Линни-

ми
Точками

выделены участки кривых, соответствующие устойчивым режимам» 
М и на каждой кривой выделены участки, соответствую

щие режиму подталкивающих уда
ров. Чертеж иллюстрирует теоремы 
1 и 3. На рис. 2 видно, как при 
А->0 и а->1 участки кривых, со
ответствующие подталкивающим 
ударам, стягиваются к горизонталь
ному отрезку предельной кривой.

6. Сравнение предельных кривых 
(для h = 0) для часов Галилея — 
Гюйгенса и до-галилеевых часов, 
совпадающих повсюду, где совпа
дают предельные значения функций 
и(й, х;т) и v(h, т), позволяет обна 
ружить для рассматриваемой модели 
факт точного совпадения периодов 
у часов Галилея — Гюйгенса и до- 
галилеевых часов при отсутствии

затухания и равенстве всех остальных параметров (хотя амплитуда 
колебаний и места соударения при этом различны).

Заметим также, что для устойчивости до-галилеевых часов в 
предположении мгновенной передачи импульса — необходимо условие 
J< 1 (2). Наличие собственного периода может сообщать устойчивость 
и тем режимам, где />1.
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