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О ФУНКЦИЯХ КОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ, ОГРАНИЧЕННЫХ 
НА ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ТОЧЕК

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 21 1 1949)

В ряде работ (х,2)* рассматривается вопрос о поведении целой 
функции конечной степени, ограниченной в целых вещественных точ­
ках. Основной в этой области является следующая теорема М. Cart- 
wright’a.

Целая функция конечной степени ограниченная в целых 
вещественных точках, ограничена на всей вещественной оси, т. е. 
из неравенств

| G(z) I и \F(k}\<M (±£ = 0,1,2,...)
следует

| О (х) | <С В (v) М (— оо <( х <( + оо).
В работах Boas’a и Sheffer’a (2,3) даются приближенные оценки для 

величины Точная оценка получена С. Н. Бернштейном (4).
В работах N. Levinson’a и R. Р. Boas’a устанавливаются некото­

рые результаты относительно функций, ограниченных на последова­
тельности нецелых вещественных точек.

Докажем следующую более общую теорему.
Теорема 1. Если целая функция G(z) с шириной индикатор­

ной диаграммы 2v = /2) + Лц (—"/2)<2те ограничена в точ­
ках

| 0(4) | (±6 = 0, 1,2, . . .), (1)
причем | £ — X* | < L и inf | Хп — Xm | > 2S > О при т=/=п, то

| G(x) | ^В(у, L, Ь)М.
Для доказательства построим функцию

( к

<2>
где X —одна из ближайших к нулю точек последовательности {Х^}”^ , 
а штрих означает, что в произведении отсутствует множитель fl — ■

Легко видеть, что при у — Im г

Жг)| (3)
' -N 1

Обозначив через n(t) при Z>0 число точек Хй, удовлетворяющих 
неравенству O^ReXA<^Z, и через — n(t) при /±0 число точек X*,

* В работе (2) есть подробная библиография.
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удовлетворяющих неравенству ^<ReX*<0,  имеем n(t) = t+ <?«), 
где Из (3) получаем:

N
In I ф (z) I > Re \

Z
і ч- ЙГ

Интегрируя по частям и переходя к пределу, получим

, / х I \ I I I Dp f Г ____ -____  __ __ '—7 1 ф (ОIn | ф(2) I I J—ь I — Ke [f_(z_,•/.) t — iL J
—ОО

11Ядро Re - Tahiti] меняет знак В Т°ЧКаХ h И /а Пере’ 
сечения с вещественной осью окружности ортогональной к веще- 
^тприипй оси и пооходящей через точки iL и z — iL. Заменяя в ише грале^^ йлІ -Л’ в зависимости от знака ядра, получаем:

In ( Ф (z) I > * I У — L । + ln I | — 2£ In I + In £, 
tx — iL I I гг — u, |

и, наконец, 
H(z)|>0(i)e’‘’Vr (11’I >Ц- w

Аналогично получается оценка
S,(М1>0- <5>

Легко убедиться в том, что обе оценки точные*.
При z = iy, \y\>L имеем также

П-h ‘у \ п! 1 ' (। у i + о*  i
\Wy)\<\iy-*\  П 11|1+ Г

— L— 1 *=>

Отсюда получаем
| ф((2£+ 1)0 I <C{L, 3), (6)

где C(L, 8) %ЬЗк(£ + 1) зависит лишь от £ и 8.

Нам понадобится еще оценка для ф' (z) в точках Х4. Пусть 
p = [L + l], |j|<p + 8 и х>2р+1. Заметив, что il-^|> 

> 11 — ^—р J ПРИ > И + 2r I 1 “ х*  I I .1 — I ПрИ P<*<

<M-P-1 и при k<-P, получим
p

|ф(г)|>|г-Х| П|
— p

n 11-^h
oi—г—i

X X-1
-2p

Аналогичную оценку
Отсюда следует, что 

точках Хй и при | у |

2p . V |-1 I г Г1 I .П|і--у| I1- wl !1— M + i sin тех I .

можно 
вне

получить также при 0-^х<^2р + 1- 
кружков радиуса 3>0 с центрами в

+ 3 верна оценка

* В статье (2) Boas доказывает, что при -у I ’Р + ‘У) I < const р 
|у| (см. лемму 2 на стр. 155). Доказательство Boas’a содер 

— ОО <х < < 
жит ошибку.
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(7)I Ш I >G(A, 8)(1 + | z | ^1"1, 
где C^L, 8) зависит лишь от Z и 8.

Далее, | ф (ХЦ | > min | ф(г)(г— XA)-x | и, следовательно,
і*-хйі = 8

I Ф (^*) I > С2 (L, 8) (1 + | х* | ) 4L (8)
Из оценки (8) следует, что ряд

G(Xfe)[sina>

равномерно сходится, причем, как это следует из (5), (z) — целая функ­
ция от z степени Целая функция

„ / х [sinw(r— z) i4p+2 )kr (z) — (G(z) [ ш^_г) J — ?? (z) j- ф-і (z)

есть функция конечной степени. Эго легко следует из оценок (4) и
(7) и принципа максимума. ' 7

Не нарушая общности, можно сказать, что ha(^/2) = ha( л /2) = v 
и, так как Ао(0) —-функция непрерывная, то из (2) следует, что при 
достаточно малом г>0 и при j 0± ~ |<; е верно Лх(0) 0, где Ах(6)_  
индикатор роста функции (z).

Так как индикаторная диаграмма выпукла, то отсюда следует что 
она сводится к точке, т. е. что степень ZJz) равна нулю. Так как 
кроме того, lim z^(zy) = o, то ZJz)^0*

Итак,
G (z) [sin «— 2)]4р+2 [о _ г)]-4?-2 = 

и после перехода к пределу при s-*z получаем:

С (z) = ,^р+- 2л
G (Xfe) [sin ш (z — Х^]4р+2 

Ф' (ХА) (г - ЛЦ4р+3
я — ч
W+V

В силу (1), (6) и (7) имеем

или

I G(z(2Z+ 1)) 22р+]С (L, о) 
ш4р+2С2 (L, 8)

22р+]С (L, 8)

ОО 2р+ 2

М 2 2____
~°° [Ц+1)2+ |ReX*n2p+T

V------ 1____
211 + I Re ХА Р ’

°цен,‘а М°"СИТ от £' 8’ ’ и М- т° «’ CU + г) будем 

I G(^+/2Z + 3) j <ДЦ+ ц

S’ ;°ГЫ 1 1 <2£ + 3 ™
** Пои’ ?апЕиУеР- С), стр. 771.

* * - эта формула выводится у Boas’a и С. Н. Бернштейна (<).
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I G (x) \<A(L+t
Теорема доказана. НРРколько усилить теорему

С помощью этой теоремы мг0™чрннХ на последовательности 
С. Н. Бернштейна о функциях, ограниченн _
точек (С), теорема 1), сняв лишнее условие Jhn = •.m

Теперь эту теорему можно сформулировать так: - ди.
Рели G (z)— целая функция конечной степени с „рт Хсло-

вию I p\uk) | "'І' ‘ . *
= 0,1, . . где Q<ak+l-ak<^lpv- (н<1)> т0

SUp | Gp(>) I gp. cos (я/2(х) 
— GO < X < ОО

степень Gл (х) выше р •

ограничена в точках натурального ряда, то она огра 
положительном луче л>0.

Для доказательства построим функцию

X z) — (j; — z)]2 sin kz я 2^ w2(C — k)-(z ) 

^0 <L ш <~ 2 /

Очевидно у & z), рассматриваемая как функция от z при Фиксиро- 
ван“ом Г/есть функция не Соме

£ минимального типа при 

n Р о тъ л< «мп С — х (х^О) мы убеждаемся в том, чю | х (х, іу) | <С ?д7^°„е": oPJ.^^ „о принципу Фрагмена и

. . sin ПХ (—l)fe/ W [sin n>(x___W у rX) x) sin KX
<A 2j {x — ky 

k=\
или

I /w I
GO' ”1 

2+-4 yl + N 
* KO)2 ZJ «

J
при x^Q.
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* Значение 1 не может быть снижено, если р. — целое число (*). 
cos (л/2іі)
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