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МАТЕМАТИКА
С. Я. КОГАН

О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА АЛЬТЕРНИРУЮЩИМ МЕТОДОМ 
ШВАРЦА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 28 I 1949)

Рассмотрим область D «-мерного пространства, образованную 
сложением двух областей Dlt О2, ограниченных замкнутыми поверх­
ностями Sj, S2 п—1-го измерения. Будем предполагать, что поверх­
ности Sj и S2, при соответствующем выборе системы координат, ло­
кально выражаются в виде:

Хп — Фх (Aj, • • • , Хд—1), Хп — Ф2 (xlt ... , Хд—і),

причем функции Фг и Ф2 имеют непрерывные производные по всем 
переменным до 3-го порядка включительно.

Обозначим: S/ + Si" = 52' + S2" = S2, / — линия пересечения
поверхностей 5Х и 52.

Задача Неймана состоит в решении уравнения Лапласа

(
Л \

д = 2^ (1)/=і йлі /
в области D при условиях

d̂ \s.=fdP), «

Р—точка поверхности 5, Р= (х^... ,хп), P£l, п — нормаль к по­
верхности 5.

Функции/х (Р),/2(Р) непрерывны, пусть |.Л(Р)|<А |/2(Р)|<А.
Для разрешимости задачи Неймана должно быть:

$ /х (Ах, • • •, хп) ds + J /2 (%х, ...,%„) ds = 0. 
sr -sr

Будем решать эту задачу альтернирующим методом Шварца. Для 
этого построим последовательность гармонических функций «,• сле­
дующим образом:

=(4<Р)’
luv-dP). PiDJ-D,-Dv

где — решение уравнения (1) в области удовлетворяющее гра­
ничным условиям

я (Р)> i= О, _
—= f (И}- dl‘2i = / . | Р С I'
dn s' ?1 ' ’ dn SC Iбац-і ,-\n.

1 I dn I г>и,
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? (Р) — произвольная непрерывная функция, но такая, что 
J f1{P)ds+ ^(P)ds = 0, 

s;

И2/-1 —значение функции й2/-і в области D*.
Таким образом, функция и^ определена в областях Dx и D*.

«2г+1(Р)= (“2Ж(^)> 

' ъДР),
Р^О2,
PtD^D'-D»

где «2/4-1— решение уравнения (1) в области D2, удовлетворяющее
граничным условиям:

dn S'
da2i+l _ 

dn dn
o2

Ptk
s2”

n2i — значение функции иц в области D\ = Dr — D2. Функция «2/4-1 
определена в областях D2 и D[. Таким образом построена последо­
вательность фуНКЦИЙ Uk.

Следующая лемма показывает, что все «й являются непрерывными 
функциями в областях Dr + D> или D2 + ^1, вплоть до поверхности, 
а их первые производные диДР}! dxt (^=1,2,...; / = 1,2, 
непрерывны всюду внутри соответствующих областей, а при прибли­
жении точки Р к линии I по любому пути обращаются в бесконеч­
ность как 11оё*+‘ 8 |. Функции uk имеют конечный интеграл Дирихле. 
На основании теоремы М. В. Келдыша и М. А. Лаврентьева ( ) эти 
функции являются единственными решениями задачи Неймана в об­
ластях D. + ГД или D2 + D[.

Лемма. Пусть на поверхности S области О задана функция 
р (р^ непрерывная на S, кроме линии I € S, где она ооращается в 
бесконечность | log“ S ] (а— целое, 8— расстояние точки Р до ли­
нии I), и, кроме того, пусть f F(P}ds = Q.

s
Поверхность S локально выражается в виде хп = Ф (xv ... ,хП—1), 

причем функция ф имеет производные по всем переменным, непре­
рывные до 3-го порядка включительно. _

Тогда можно найти такое решение и задачи Неймана в обла­
сти G, удовлетворяющее граничному условию

du 
dn

I =F{P)

всюду, за исключением линии I, представимое в виде потенциала 
простого слоя с плотностью,непрерывной всюду .кроме линии I,что: 

1. Функция и непрерывна всюду в области G вплоть до поверх­
ности.

ди (Р)2 (^ = 1, 2,..., п) непрерывны всюду внутри области G,

а при приближении точки Р к линии / по любому пути обращают­
ся в бесконечность как lloga+18L

3 . Функция и имеет конечный интеграл Дирихле
г------- Ч П

dx1...dxn.
D *=1 \ kJ

Можно показать, что для построенной последовательности гармо­
нических функций Uk справедливы неравенства
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(3)
Из неравенства (3) следует, что

I[Ui\ </[«0] = Л. (4>
т. е. интегралы Дирихле от функций Ui равномерно ограничены. 

Кроме того,
/ [«2/ — «2/4-1 ] < е-

Теорема 1. Семейство гармонических функций {<рДЛ/)}, опре­
деленных в области G п-мерного пространства и принадлежа­
щих пространству L2, компактно в С (в смысле равномерной схо­
димости} внутри области G, если

dx^.-dx^M^- 
о

равномерно для всех k. Предельная функция гармоническая.
На основании этой теоремы и равномерной ограниченности интег­

ралов Дирихле (4) можно заключить, что две последовательности 
функций

(#= 1, 2, ...,п; /=1, 2,...) dxk ’ дх '
равномерно сходятся в любой области, внутренней по отношению к 
р /Д и D2 + D{. Предельные функции являются гармоническими 
внутри этих областей.

Нетрудно показать, что в области Do с D, внутренней по отно­
шению к области D, оба предела совпадают и определяют гармони­
ческую функцию uk.

Так как правые части неравенств

равномерно ограничены, то
п

j [u^ dxx... dxn < с, 
D.+D,'

[иц+\ ]2 dxr... dxn < c'.

Следовательно, семейство {«2/} компактно в С внутри области 
Dy + D-2, т. е. из него можно выделить подпоследовательность, рав­
номерно сходящуюся во всякой области, внутренней по отношению 
к Д + D2, к гармонической функции Uv

Аналогично, семейство {«2/4-1} компактно в С внутри области 
D2 + D\, т. е. из него можно выделить подпоследовательность, 
равномерно сходящуюся во всякой области, внутренней по от­
ношению к Д + D[, к гармонической функции U2.

I b 2 bТак как - = uk, = uk, тоdxk
dU1 dU2 
dxk ~ dxk ’ или U1 = U2 + const.

* Эти неравенства немедленно следуют из теоремы I С. Л. Соболева (2).
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Но все функции Ui определялись с точностью до постоянной, по­
этому для определенности можно считать, что ut удовлетворяют та­
ким условиям:

п п
\н%і dx^. • • dxn о, $ * * * ^ ^2/4-1 dx^ • • • dxn 0.
D.-W А+Р/

При этих условиях Ux = Uz = U. Функция U— гармоническая в 
области D.

Нужно еще доказать, что функция U удовлетворяет граничным 
условиям (2). Для этого докажем равностепенную непрерывность diii / dn 
вблизи границы S, вне линии I.

Рассмотрим функцию
^(Р) = „и(Р)ф(Р),

гдеф(Р)=1, Р б сх; ф (Р) = непрерывная функция, дважды непре­
рывно дифференцируемая и такая, что на d^/dn = 0, Р € 
ф(Р) = 0, Р€а3; ^ + ^ + ^ = £>1-

Если точка РЕ^ или <т3, то fava = 0. Если точка Р £ а2> т0 
п

^21 (Р) = U2i (Р) Дф + 2 2 Др = й^2‘*=1 k k
Представим функцию ^2/ в виде суммы 

п

A 'pq A rPQ
На границе

dnP.
Легко доказать, что функции /2/ (Ро) равномерно ограничены и 

равностепенно непрерывны, т. е. \fii (Р0)1<Д и |/2/ (Р) — f-a (Ро)1 < е 
при 1РР0|<8(е).

Можно показать, что у функции v^' плотности *2/ равномерно 
ограничены и равностепенно непрерывны, т. е.

I (Q) - (Qo) I < е для QQ0 < 8; Q, Qo € или
На основании этого функции ^‘Ц2Р/^пРавностепеннонепРеРывны’
Следовательно, функции vn, а значит и «2/ имеют равностепенно 

непрерывные нормальные производные.
Теперь для предельной функции U получаем:

I dU(P) f (р\ \ dU2l(P)\ + \dU2dPl_f (P0)|<e.I dn dn Pl dn J1K 0/l
Аналогично

Следовательно, предельная функция U удовлетворяет граничным 
условиям (2) и является поэтому решением задачи Неймана. Как по­
казал С. Л. Соболев, это решение единственное. Поступило

22 I 1949
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