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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 26 I 1949)

В этой заметке мы имеем в виду распространить некоторые резуль­
таты С. М. Никольского (х) на случай функций двух переменных.

Пусть класс функций периода 2м относительно хиу, удов­
летворяющих условиям:

y2)—/(xv yj | | х2 — Х1 Г + ^ |у2—(О

I Д (/, xv х2, yv у2) | С | х2 х^ | | у2 — уг (II)
где

Д(/, xv х2, yv y2)=f(x2> y2) + f(xu y^—fix^ yj-f(xv y2).

Тригонометрический интерполяционный полином порядка (/nn), 
совпадающий с f(x,y) в точках (хкт\ у^), где хМ— , 

^ = 0, ± 1, ±2,.. .,±т, Уіп)~ 1 > = 1, ±2, . . выра-
Ail ~г~ 1 ' ' *

жается формулой
Smn (f, х, у) = (1)

= (2т + 1)(2п-ф1) 2 ^Вт(х Х^ ^Dnty—yi \Уі \

— !Т < < Я —П^У^^П

где 
2т + I 

sin ——-1
DM------- -р- ■ (2)

2 Sin -у

Целью настоящей заметки является доказательство следующей 
теоремы:

Теорема. Если f{x, у) сі , то верхняя грань

С^п = sup I / (х, у) — Smn (f, х, у) I 
/С 
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удовлетворяет равенству.
М _ M\gm 2m + 1 | Nlgn I . 2n+l I ,
^тп “ sin 2 хр |sm 2

+ 0(т~“) + 0(п“₽) + о lg m lg п 
тап&

(3)

Легко видеть, что верхняя грань имеет период по х, равный h, 
. 2тс 2~и по у, равный g, где h, = и g = , и что величина верх-

ней грани в данной фиксированной точке (х, у) не изменится, если 
ее распространить на более узкий класс функций Н^, принадлежа­
щих к Н^, для которых / (%, у) = 0, т. е.

Cmf? = SUP | Smn (f, X, у) |.
fC

Итак, пусть 0<л<й, 0<у<^ и / € Н^\ Для определения инте­
ресующей нас верхней грани представим Smn (f, х, у) в следующей 
форме:

Smn (f > X, у) —
4

(2m + 1) (2п + 1)
2 ^D,^Dtwfk,t +

k = \ 1

т п т п

+ 33 d™ D,wf^,+ 3 3 DSP DSP f^._, +
й=о1=1 ' Л = 01 = 0

m n -

+ 2 2 ,
k = 11= i

(4)
. '■ I

где D^m^Dm{x-x^}, D^^D^-y^, fkl=f^\ytw).

Положим:

^(m) = 2 Dfm) (^=1, . . ., /a); dtw= 2 (i = l, 
i — k i — I

k I
2 ^=~m,...,oy, dtw^

I=—m i=— n

^xfk\=fk\ fk — l,V —
kl fk,l^ fk — l, l — \ fk,l—l

Применяя преобразование Абеля к каждой из четырех сумм (4), 
получим;

Smn {f, X, у) - (2m+1)(2n + l) I dim}dtn)fu + din} ^dk 5 ДА I +

+</«> 3rf<wV,,+ 3 3 .,+
Z^2 ’ * = 2 Z = 2
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п т

+d0^d^fG1+d0^ ^d^^t+d^ ^f-k,ldk™+ 
1^2 k=\

m n n

+ 2 2 ^‘"’д^.+сеч1^
k=\ 1^2 Z = 1

m m n

+ d,w 2 ^“ДЧ^+Е 2 <®
* = 1 fe=l Z= 1

№ 4- d^d^f^ 4-

w n m n
+ 20“ 2 0+d.'"' 2 23’ дд _, + 2 2 /, J.

* = 2 Z=1 * = 2Z=I ’ J

(5)
В силу условий (I) и (II) и того, что d^ = О (т), будем иметь:

\f01\<Mh*+Ng\ \f10\<Mh^ + Ng&- (6)

(2m 4- 1) (2л 4- 1) Уіі + ^ ^f10 +dgm)d1Wf01 +

4- d^^fj = О (m~a) 4- О (n~\ (б')

Принимая во внимание, что
1 2m 4- 1 |

1 т I Z м Sin-----9---- - Х2m 4- 1 11g т 4- 0(1) (7)
£ = 2

и что величина а—я-,- 2m 4- 1

т
2iei отличается от

*= ।
(7) на ограниченную

величину, а также, что

получим:

-(* Mha S I dkw\+O(nTa) 4-

(8)

4
+ 2л 4- 1 2m 4-1 2 I dtw I 4- О (гГ*)

1 = 2

+ О (m-1) + О 4- о .
\ пгп^ J (9)

На основании (7), (8), а также принимая во внимание значения 
величин А и g, неравенство (9) примет вид:

т п
MhX Ng^\d^\ +

4- О^) 4- О {гГ^ 4- О =

259



M lg т I . 2m 4- 1Sin --- X I . ^’g” I sin2n + !I + I 2
+ О («'“) + О (n-p) + О f• (10)

\ mn^ J

Докажем, что для всякой пары индексов т и п существует функ­
ция fmn(x,y)^ ^^aP), для которой оценка (10) достигается. 

Возьмем функцию

fmn^ J') = МЧт (Х) + 4W. <П>
где 

0, если ;
(t — Х^У (т), —  , ССЛИ Л* L , 

—-------- ,--------------------------- если х^ < t < 0;

(-^^еслих^^^хГ?!

(k=2,3,..., т);
Г^._ (/_(—1/ если

(^=-^2,-3,..., —ту,

если 0 <С г-<
если УіП)

если УД^г^О;

еслиуг(п) <z<yz +1
(/ = 2, 3,.. .,пУ,

если y/n)-<z-С yz+ 1 
(/=—2, — 3,.. ., — п).

Эти функции удовлетворяют условию Липшица степени а и £ 
соответственно в каждом из рассматриваемых интервалов, но они 
также удовлетворяют этому условию на всей действительной оси 
Ц1), стр. 22). {а3)

Нетрудно установить, что fmn {х, у) с Н .
Подставив функцию (11) в выражение (5), получим правую часть

НеРТаким^Вобразом,' полученная оценка есть точная асимптотическая, 
что и доказывает нашу теорему. „

Примечание. Автором распространены на случай функции двух 
переменных результаты С. М. Никольского, относящиеся к прибли­
жению периодических функций суммами Фейера и интерполяционными 
полиномами типа Фейера. Поступило

28 XII 1948
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