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I. Рассмотрим класс S функций F (Q = £ + а0 4- + . . . , однолист
ных и регулярных в круге | £ | > 1, кроме полюса £ = оо не прини
мающих значения нуль, и класс 5 функций j (г) = z + eg? 4-..., 
однолистных и регулярных в круге | z | <1. Основные результаты, 
полученные мной при исследовании этих функций, состоят в следую
щем.

Теорема 1. Если Р (Q с S, то при любых и из I £ | >■ 1 
справедливо неравенство:

Ш - Ъ (1)

В частности, при | | = | ч2 | = р > 1 отсюда следуют неравен
ства

р3-1 Р2 zin
Р2 Ki - I Р2-1 ’ '

содержащие неравенства Голузина С1) и Левнера (2).
Преобразованием F (О = получаем соответствующие нера

венства для функций S, а также для подкласса 5 ограниченных функ
ций. Следствием этого является усиление некоторых теорем Голузина.

Метод доказательства опирается на параметрическое представле
ние некоторых подклассов функций S с помощью дифференциального 
уравнения Левнера (3).

2. Теорема 2. Если f(z)cS, то для любых пар (zv z^ и 
(/(гі)>/(г2)), подчиненных условиям I ?х | = | г2 I = г<1 и 1/(2,) | = 
= l/fe) I > справедливы точные неравенства:

arg Zt —arg z.
4

arg/(zi) - arg / (z2) 1 + r j tg arg zt—argz.
4

Знаки равенства имеют место только для

Г » 2а = arg zx + arg z^.

Метод доказательства тот же.
Соответствующие неравенства получаются для функций класса Е.
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3. На основании теорем 1 и 2 доказывается
Теорема 3. Если функция f(z) aS, то при любых г, 0<><С1 

и х~^еп1ег пересечение окружности | W | = х с областью D (г), на 
которую f(z) отображает | z | <>, имеет линейную меру 1(г, х), 
не большую, чем пересечение той же окружности с областью D* (г), 
соответствующей функции f* (z) = > т- е-

,, \ Л М+'лЛ г~ х П “ Ер \/(rJx)<4%arctg^Ti7|/ (3)

если e*ler < х < (1 “ l^r> Л = ° пР11 х > (i I ■

Отсюда легко получаются соответствующие предложения для функ
ций класса S, а также для симметричных функций вида ES(K,) —

= и fs(z)
Следствием теоремы 3 является
Теорема 4. Каковы бы ни были функция fs(z) и, число а>0, 

справедлива следующая оценка полярного момента площади <ss(r) 
области Ds(r): 

г 2л 

о о 

[ 1 4- Pseis*p dy
I I
l—pSgiS? 5

- + Cs(r, (4)a) ,

где Cs (r, a) —положительная величина, стремящаяся к нулю при 
фиксированном а и г-» 1. Оценка (4) отличается от точной не бо
лее, чем HaCs(r,d).

В частности, имеем оценки площадей:

< !) а(г) = те 2« + (Я
Л=1

где с 0 при r-> 1;

^г)=^п\сп\*г^кг2 + 13г2 (1 - г2). (42)
п=1

Далее, так как

ІЛ(г^) I 2^? = 2 । 1 спГР2п”1б/Р =
О Л=1 О Л=1

и
л 2,5 1 2к —
2^5 I Л I 2^I ли/fe^l2) 12 d^, 

о о
то из теоремы 4 следует 
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Теорема 5. Если функция fs(z) cz 5, то справедливы следую
щие оценки интегралов:

2к 9

J I fs (ге^) 12 < J ——r + const,
0 o’’

2k 2k

$I I $ t. +const-
0 0 e I

(5)

где константы легко оцениваются.
Так как при разложении f (z) с: S в ряд f (z) — z + су? + .. . име

ем оценку Литтльвуда
1 2" I А

I cn I rn< I /(^) I <*? =2 $ 
о о

то на основании оценки (42) площади о2(р) получаем:

| сП | < 1,674л, п >4;

I сп | < 1,52 п, л> 10; (6)

| сл | <3,38 л, п> 100.
Полагая <хя = sup | сП | в семействе 5, будем иметь: lim —

п-^.-|-со п 2
= 1,359. . .

Замечание. Константа ел1е в теореме 3 не является наилучшей, 
но она не может быть заменена числом с<1, как показывает рас
смотрение линий уровня функций W = z и W = п 2 .

(1 Z)
Поступило
29 I 1949
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