
Доклады Академии Наук СССР
1949. Том LXV, № 2

МАТЕМАТИКА

А. А. ШЕСТАКОВ

О ПОВЕДЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ КРИВЫХ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ОКРЕСТНОСТИ ОСОБОЙ 

ТОЧКИ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 101 1949)

Дана система обыкновенных дифференциальных уравнений

= Xt (Xv %2’ • • • ’ Хп)> I — > 2, . ■ . , п, (1)

где Xt(xv л2, . . . , x„) (z = l, 2, . . . п) — аналитические функции пе
ременных xv х2, . . . , х„ в некоторой окрестности начала координат 
0^ = х2 = . . . = x„ = 0), равные нулю в точке О:

АДО, 0, . . . , 0) = 0, /= 1, 2, . . . , п.

Система (1) эквивалентна системе
dxi_ dx2 _ _ dxn (Qj

для которой точка О является особой точкой.
Возможны два случая.
1) Не все п2 производных (i, у = 1, 2, . . . , п) равны нулю в 

особой точке О.
Этот случай, начиная с Пуанкаре С1), был предметом исследова

ний ряда ученых ((2, 3,4) и др.).
2) Все гТ производных одновременно равны нулю. Этот случай 

особой точки высшего порядка представляет значительные 
трудности.

При п = 2 случай 2) рассмотрен Бендиксоном (5). Исследования 
характера особой точки высшего порядка при п>2 почти не прово
дилось (®).

Мы рассмотрим случай 2) в предположении, что функции Xt 
(i= 1, 2, . . ., п) имеют следующие разложения в ряды Тейлора:

Х1 = Х(А1'> + ■• +Х^А----, г = 1,2, ...п, (3)

где Хі’'1— однородные полиномы степени j относительно переменных 
х2> • • • , А„.
Рассмотрим систему алгебраических уравнении 

Xi _ Х2 _  _ %п
~ х(т) - ... - х^т) (4)
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и пусть л,- = az =£ 0 (1 = 1, 2, . . . , п) — вещественный корень уравне
ний (4) кратности 1, при этом предполагаем

Х^ (аг, аг, . . . , ап)^0, і = 1, 2, . . . , п., (5)
, /1 — 1) при помощи следую-Определим числа р^ (i, j = 1, 2, . . 

щих формул*:

Рч=
Х^ 
дХ^ , i, j = 1, 2, . . . , п — 1;

Рп + 1 =

дхіуі 
х\т} 
дХ^'

дхі+1 
Хі+>

а

, г = 1,2,... , и — 1; (6)

Pin =

дхі+і
У/”)
Х^1

^Л'4-1

х№1}

<7

г = 1, 2, .
а

. . , п — 1,

где знак а при определителях (6) означает, что элементы определи
теля вычислены при значении корня лу = а, системы (4). Уравнение 
(п —1)-й степени относительной 

D^) =
Рц-*  Ри
Pi! Р 22

Рп — 1, 1 Р п— 1, 2

■ ■ РцП-1
‘ • Р2,п-1
• • Рп~і>п^~*

(7)

назовем характеристическим уравнением системы (1), его 
корни Az (1 = 1,2,..., п — 1) — характеристическими корня
ми системы (1).

Предполагаем, что вещественные части всех характеристических 
корней ку. системы (1) отличны от нуля.

Теорема. Если характеристическое уравнение системы (1) 
имеет k — 1 корней с положительной вещественной частью и п — р 
корней с отрицательной вещественной частью, то система (1) 
имеет две k-мерные О-поверхности, примыкающие к особой точке О, 
соответственно, при лу-^ + 0 и х^— 0.

Доказательство. Произведем замену переменных
хі — УіЕ і — 1, 2, . . . , п, (8)

где yt— функции параметра t такие, что для начальных условий j/,0 
имеем:

У? = У, (°) = аІ ¥= 0, 1=1,2, ..., и, (8')
где at— корень системы (4).

Подставляя (8) в систему (2\ будем иметь:

_ _________________ y,dt у t dy2
~ Ат} (Уи Уг, - ■ Уп) + (л. Уз--------- Уп) + Хг £>2, .... Уп) =

= _______________________ Уп^ + t dv„_____________
Хт) (У^ У* ........Уп) + (Л, Л,. .. , yn) + Xn (t. ylty2.... y„) ’ ! 

* Несимметрия определителей (6) относительно переменных происходит из-за 
того, что х, взято в дальнейшем за независимое переменное.
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где для сокращения положено:
X^t, ь, J2, • • • , Уп) = ^1т+2Чу1, У^.......... J„) +
+ t^X^ (yv у„ ■ ■ ■ , Уп)Л- ■■■’ І = 1- 2, • • ■ , п.

Система (9) при t = 0 для начальных значений уУ дает следую
щие соотношения:

________ V________У*"= . . .
Л°- ■ • ■ - Уп°) Х^ 01"- У*9-----

= -______ , (10)
х^ W, аЛ ■ •. V)

имеющие место, в силу (8’) и (4).
Беря за независимое переменное xv положим yY = 1. Тогда dyl = О, 

^=^/=1. Полагаем = 1, что не ограничивает общности, так 
как, в силу (4), одно из чисел xt можно взять произвольным.

Система (9) и уравнения (4) примут следующий вид:
dt_

_______ y%dt 4~ dy%____ ___________ _ ___  ,
~ .... уу + ■ ■■ ,Уп) +^(С 1-Л--------- Ап)

yndt +1 dyn (9')
Х^Ч^Уг, . • . , yn)+ ^^(l, Л- ■ • • ,yn) + Xn(f, 1.Л....... Уп}

Х\т>(\,х,. .. ,xn)
Х> = --------------- f = 1, 2, . . . , п.Xm)(l,x2----- х„)

(4')

Введем новые переменные дг:

Zi =у/+1 ~ ai+t, I= 1, 2, . . . , п — 1. (11)

В силу (И) точке j, = at (i = 2, 3, . . . , п) соответствует точка z(=0 
(i = 1, 2, . . . , п — 1).

Система (9') в новых переменных будет иметь форму:

яж + zt 4-1 =

_ X^j (1,я2 + ,ап + гя-і) + (1, Я8 + zt..........ап + z^) + Xirl
Х^ (1,аг + zn ... ,ап + гп_г) + «'“T1* (1, аг + , ап У z„_t) + Xt

і = 1, 2, ... , n— 1.

Применяя формулу Тейлора к числителям и знаменателям правой 
части (9"), получим:

, I J dzi ai+i + —

Х^(Уа1,...,ап)+ z^1 + X^(l,a2...... an)t
,=? \ °ХІ /а 

..«„) +У Zj_v + X^w (1, а2, .. .уап^ ухх
\ Ох) /«

г = 1, 2, ....,«— 1 • (12)
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Производя деление и принимая во внимание (6), (4) и (12), система (12) 
будет иметь вид:

t = Ріі^ + P^Z,. + ' • • Pin-1 Zn -1 + Pint + Z-t (t, Zlt Z2, ... , Zn~ 1),

/ = 1, 2, . . . , n — 1, (13}

где Z^z^, z^,..., — аналитические функции переменных t, Zx,
z2, . . . . , z^, разложения которых в ряды Тейлора начинаются с 
членов 2-го измерения.

Поведение интегральных кривых системы (13) при /->0 нами 
изучено раньше (в).

Уравнение (7) является „укороченным" характеристическим урав
нением системы (13), корни которого определяют поведение инте
гральных кривых при ^0. Легко видеть, что 0-кривые системы (2) 
являются 0-кривыми системы (13), и обратно. Этим и доказана тео
рема.

Следствие. Если вещественные части характеристических 
корней имеют один и тот же знак, то в случае их положитель
ности особая точка О системы (2) -— узел; в случае их отрица
тельности существуют две 0-кривые, примыкающие к О, соответ
ственно, при и х^— 0.
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