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1. В настоящей работе получены инвариантные формулы для опре­
деления всех основных дифференциально-геометрических объектов, 
связанных с поверхностью в проективном пространстве. Эти формулы 
не зависят ни от выбора сети, к которой отнесена поверхность, ни 
от выбора проективной нормали; они выдерживают любые преобразо­
вания подвижного репера первого порядка. Благодаря этому их мож­
но применять и в метрической теории поверхности с классическим 
вычислительным аппаратом. Примененный в настоящей работе метод 
опирается на теорию внешних форм Картана и на теорию представ­
лений непрерывных групп (*~3).

2. Мы будем рассматривать (в малом) поверхность в трехмерном 
пространстве, фундаментальная группа которого или проективная 
или является подгруппой проективной группы. С текущей точкой М 
этой поверхности мы будем связывать подвижной проективный то­
чечный репер МпМ1М2М3 первого порядка, т. е. репер, у которого 
одна вершина Мо совпадает с рассматриваемой текущей точкой М 
и две следующие вершины Mv М2 лежат в касательной плоскости 
к поверхности, проведенной в точке М. Два параметра и, v, опре­
деляющие положение точки М на поверхности, мы будем называть 
главными или первичными параметрами. Остальные 11 параметров, 
определяющих вместе с главными параметрами положение нашего 
репера, мы будем называть вторичными параметрами.

3. Инфинитезимальное перемещение свободного точечного репера 
ММ1М2М3 в проективном пространстве определяется следующей си­
стемой дифференциальных уравнений:

dMK = Mj (J, К, L = 0, 1, 2,| 3), 

где — линейные дифференциальные формы, связанные обычными 
структурными уравнениями Картана:

Семейство реперов первого порядка, присоединенное к поверх­
ности, выделяется дифференциальным уравнением

ш3 = °, 
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внешнее дифференцирование которого дает
[« = 0 (^=1,2).

Эти два уравнения образуют полную систему дифференциальных 
уравнений, определяющую любую поверхность, отнесенную к семей­
ству реперов первого порядка.

4. Последовательные продолжения полученной системы дают

(i, j, %, I, т=1, 2; шг = ш‘), 
da^ = aik^ + ajk^ — atj (a# + ш|) + bljkwk, 

dbijk = ЬщЮ^ 4" + Ьік1^ Ьук (2o>o + 0)3)
-- (аІЭШ<к 4“ а1кш] 4“ й,р£Ш/) 4“ (йг> akl 4~ aik ajl 4" ajk «!/) СЦкІЫІ>
dcljkl = cijkm^ 4- cijlm^ 4- Ciktm^ + cjklm^ — cljkl (Зш° + шр +

4- (Ь^к alm 4- Ьу{ akm 4- bikl djm + bjkl dim + aijbkim 4- ^ikbjim 4" ailPjkm 4~ 
+ ajkbilm + а„Ь1кт + aklbljm} — 2 (Ь„к + blfl + blkl + bjkl «?) -

— 2 (ацак1 + + aik an) Ц + dtjklm

где ay; bijk; clJkl; dljklm; . . . суть функции всех параметров, симмет­
ричные относительно всех своих индексов.

5. Если мы зафиксируем точку М на поверхности, т. е. положим 
ш1 = <о2 = 0, и обозначим через S символ частного дифференцирова­
ния по всем вторичным параметрам, то полученная последователь­
ность систем уравнений примет следующий вид:

S a}j = ак а — atj (a>g -f- ю|),

3 blJk = у bi (Ц — bijk (2ш’ + “Ь — ^k) 4- у а(«7й*)'шз ’

Scijki = ^ ~ “I) — —

— y bjljk^ 4* yy b(ijkCltm') <““•

В этих уравнениях черта, поставленная над формой <о, означает, 
что в этой форме зафиксированы главные параметры и их дифферен­
циалы положены равными нулю; круглые скобки, в которые заклю­
чены индексы, означают, что над этими индексами производятся все­
возможные перестановки и затем полученные величины суммируются.

Таким образом, мы пришли в общем случае к бесконечной 
последовательности пфаффовых систем, из которых каждая следую­
щая содержит в себе предыдущую. Все эти системы являются вполне 
интегрируемыми и определяют последовательность представлений 
локальной стационарной подгруппы, сохраняющей точку М и каса­
тельную плоскость Л1М1Л12. Эти представления осуществляются как 
группы преобразований в последовательно расширяющихся простран­
ствах переменных (ацУ, 1 ац, bijk)', {сщ, bijk, сцм\ . • •, которые можно 
рассматривать как проективно-дифференциальные геометрические 
объекты различных классов, присоединенные к текущей точке по­
верхности и инвариантно с ней связанные. Полученную последова­
тельность геометрических объектов мы будем называть фундамен­
тальной последовательностью.
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Если к текущей точке поверхности присоединен геометрический 
объект, инвариантно связанный с поверхностью, то его компоненты 
в произвольном репере первого порядка должны инвариантно выра­
жаться через компоненты некоторого объекта фундаментальной по­
следовательности, и обратно.

Ниже приводятся эти инвариантные выражения геометрических 
объектов проективно-дифференциальной геометрии поверхности. При 
этом рассмотрение случаев вырождения (развертывающиеся поверхно­
сти, поверхности второго порядка и т. д.) для краткости исключено. 
По этой же причине исключены двойственные построения и образы.

6. Прежде всего отметим, что величины ац образуют простейший 
геометрический объект — тензор. Обращение в нуль этого тензора 
есть условие вырождения поверхности в плоскость. Обращение в 
нуль его детерминанта указывает на развертываемость поверхности.

В метрической теории поверхности форма ац^ является второй 
квадратичной формой поверхности. Приравняв ее нулю, мы получим 
дифференциальное уравнение асимптотической сети.

7. В пространстве величин ац, bi/k мы определим новые величины 
a, aiJ, Ьк, Ь, Ъцк, Ьо, Ьц, bik при помощи следующих конечных и диф­
ференциальных уравнений:

а = Det ац, aikakj = 8^, 
йПп а — 2 (ш| —- 4’ — ш|) + bk^k, b = aubtbj, 
Ьцк = ^bijk — у awbk), b0 = aija^a^ b іраЬі9&,

Ьц = a^a^bipabj^, bikbkj~8ij (i, j, k, p, a, p, q =1,2).

8. Величины Ьцк удовлетворяют уравнению

8Ьцк = Ьці^ + bik^ + bjki^ — Ьцк^І + wf)

и образуют тензор. Равенство нулю этого тензора есть условие выро­
ждения поверхности в поверхность второго порядка.

Дифференциальное уравнение

Ьцк = О
определяет на поверхности линии Дарбу (4).

Отношение форм
Ьцк <о'ш1шк 

ац
является линейным элементом Фубини (4).

Величина Ьа удовлетворяет уравнению

3&0 = ^-^)

и является интариантом. Обращение в нуль этого инварианта есть 
условие того, что поверхность линейчатая.

9. Определим далее новые величины 1ц, I, I, Іц, Ік, I1, 10, &, 
ск, gh, g‘, g в пространстве величин ац, Ьцк, сцы при помощи следую­
щих уравнений:

dbi = Ькшк — bi<^— W + 4аікшк 4- ItjW1,

/ = а^іц, l — Al b, 1ц = 1ц j btbj g- la^,

1к = аІРа^ІцЬРік, ll = b*lk, I. = ац№,
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= 1 bi - ацГ, k =

d In b0 = <o% — ®°0 + ck^, 
|c* — Г bk. gl = ^g» g = gkgk-

10. Любая прямая канонического пучка проективных нормалей, 
присоединенного к поверхности в точке М, определяется начальной 
точкой М и точкой

Р = [ag* + (о - 1) Р] Мк 4- М3,

где с— инвариантный параметр, определяющий положение прямой 
в пучке. При с = 0 получается директриса Вильчинского,; при 
а = 1/3 —ось Чеха; при —ребро Грина; при о = 1—нормаль 
Фубини; при о = г/4 — прямая Картана; при а = оо — каноническая ка­
сательная (4).

11. Если проективные координаты текущей точки Р относительно 
нашего репера AfAfjAtjAfg обозначить хк, т. е. положить Р = х Мк 
(/< = 0, 1, 2, 3), то уравнение пучка поверхностей Дарбу будет иметь 
вид:

— ацх1х5 + 2л°х3 + у btx3x‘ + = °>

Где x — инвариантный параметр, определяющий поверхность в пучке. 
При А = 0 получается поверхность Ли; при X = — 1 — поверхность Виль­
чинского — Бомпиани; при X = — х/3 — поверхность Фубини; при Х= оо — 
дважды взятая касательная плоскость (4).

12. Определим, наконец, величины m‘k, njk, сц, с, сц в простран­
стве переменных aih bijk, сІІЫ, dijk:m при помощи следующих уравне­
ний:

dll = — 1к ш‘к + 1‘ ш3 + 0)3 + тк ш*,
d^j = ki ш} — kj + njk Ш*,
с и = пц — kikj — аіктк — aiplPajqP — krlpaih

с = а^сц, сц = сц + Cji — сац.

13. Квадратичная форма сца^ является третьей квадратичной фор­
мой Фубини.

Три формы Ьоац и'ы’, bobijk^u>k, сцМ являются инвариантными 
формами. Их коэффициенты Ьоац, Ь0Ьцк, сц образуют соответственно 
три тензора, определяющие поверхность с точностью до ее проектив­
ного преобразования.

14. В заключение заметим, что все полученные формулы будут 
применимы и к гиперповерхности в многомерном проективном про­
странстве, если внести соответствующие изменения в числовые коэф­
фициенты и заменить индекс 3 на индекс п.

Заметим также, что фундаментальная последовательность геомет­
рических объектов строится без труда для любого многообразия в 
произвольном пространстве Клейна.

Поступило
16 I 1949
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