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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

Р. А. АДАДУРОВ

НАПРЯЖЕНИЯ И ДЕФОРМАЦИИ В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
С ЖЕСТКИМИ ПОПЕРЕЧНЫМИ СЕЧЕНИЯМИ

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 17 VII 1948)Рассматривается безмоментная цилиндрическая оболочка с замкну­тым или открытым контуром поперечного сечения, произвольной формы, подкрепленная по всей длине непрерывно расположенными поперечными диафрагмами. Диафрагмы абсолютно жесткие в своей плоскости и гибкие в перпендикулярном направлении. Вследствие этого поперечные сечения оболочки остаются неизменяемыми в своей плоскости. Ось х направлена параллельно образующим оболочки. Уравнение контура поперечного сечения у=у (s), z=z (5), где s—дуга контура. Произвольная нагрузка, действующая на оболочку, в случае жесткого контура задается крутящими моментами Мх(х\ срезающими силами Qy (х) и Qz(x), продольной поверхностной нагрузкой px(x,s) и нормальными напряжениями ах(0, 5) и ах (/, s), распределенными по торцам оболочки х=0 и х = 1. Постоянная толщина оболочки принята равной единице. Е и G — модули упругости, ц — коэффициент Пуассона.§ 1. Уравнение равновесия элемента оболочки в проекциях на ось х и зависимости между нормальными напряжениями вх(х, s), os(x,s) и продольными смещениями и (х, s) соответственно имеют вид
дах . ат , с,ди 7 Е \ ...— 4-— = — рх(х, s), ах — Е —, а =ра , £ =-------1. (П
дх 1 ds ' х дх s л \ 1-4/ 'Выражения т и и, тождественно удовлетворяющие уравнению (1), даются с помощью функции Ф (х. s):

s 2р х 2р
T=^~°^-[Px^+^ipxds, и£*=^+;Цм/х (n'=—[рxds\, (2) 

д ds 2pj у J J
(1 0 00(x) — растягивающая сила и 2p— периметр контура.Смещение по направлению дуги 5 жесткого контура будет:

v(x, s) = e(x)w'(s)+ т](х)У (s)4-£(x)z'(s); (3)9(х) — угол поворота вокруг оси х; т; (х) и £(х) — смещения по осям у и г; со (5) — удвоенная секториальная площадь с полюсом в начале координат.Напряжения т, связанные с внешними нагрузками уравнениями 
2р 2р 2р
^xu>’ds=Mx, ^Ky'ds — Qy, xz’ds=Q2, (4)
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выражаются через смещения иии, определенные формулами (2) и (3):
t = + (6 V + у у' + ^z')

\ds dxj ds2 (5)
Исключая т, 0'(х), т)' (х) и С (х) из (2), (4) и (5), получим уравнение:

£>(ф)=^4- $2^_ 

v 7 dx* 1 ds*

(
2р 2р 2р \

, С г г J I (С д*Ф тт J | ! С д3Ф и , \ / X /С\со \ — H^ds 4- у \ —H.ds 4- г \ —Ht,ds —Y (х, s); (6)J ds* ' } ds* v 1 J ds2 4 ’о о 0 /5 2pY(X, s)= - i (MZHe 4- Qy^ 4- Q^t)- \pxds 4- 5P*ds- №о 0
H—H(s)— функции дуги s, определяемые из уравнений:4 - к2н. 4- KyHz = к JU 4- 4- = У'Ь z.x

К JU 4- LyJU + LyH, =z'A; wJp=^<o'2cZs, Lz— j y'2ds, . . . , Lyz— j y'z’ds, Kz— j Uz'ds,... (9) 0 0 0 0и Д — определитель системы уравнений (8):△=Л (JJZ - ijj - JyKl - 2LyzKyKz + LzKy). (Ю)§ 2. Отыскание решения однородного уравнения D (Ф) = 0 в форме Ф (х, s) = X(х) S (s) приводит к уравнениям:
X" -№Х=0, S" + ка5= + 7\У ф- ТУ). (11)

Здесь X -- параметр и Т — постоянные:2р 1р
T^\S" (s)HJs)ds, T^ = \S''y)HJs)ds, о о

Чр
Tr = J S" (s)HJs) ds. О (12)

Граничные условия для функций 5 (s) для замкнутого и открытого контуров, соответственно, будут:
S (s у 2р) = S (s), 5(0) = S (2р). (13)Из (И) и (12) следует, что либо X2 = 0, либо

Чр 2р Ър5 (s) со' (s)ds= $ 5 (s) у' (s)ds = 5 (s)z' (s)ds=O. (14) ОООРешения уравнений (И) при Х = 0 суть линейные функции х и s и функции Sq(s), Sy„(s) и 5г„ (s), удовлетворяющие условиям (13): 184



s s 2р

Sq(s) = ^£1 (s') ds, 3^(5) = \ г0(х) ds, Sz. (s) = j y0 (s) ds; (15) e о 0
J J S£2(s)=<o,(s)--^Jo(5)--^zo(^^ (16)
\ Jy. 2P

2p 2p 2p

d z0 y^s, . . . , dh)^o = ( u^y^ds, • • . , \ ca^ds* (17)
0 0 0Индексы 0 здесь и далее означают, что соответствующие вели­чины отнесены к главным центральным осям у0?в- Для оболочки с замкнутым контуром 3a(s)=l.Решения уравнений (11) при Х=£0:

(19)
(20)

(21)
(22)

нуля
(23)

Х(х, Х)=е±^, S(s,X)=4(V + V-|-7’r4 (18)Для замкнутого н открытого контуров функции <о* при \^=т.ШІр, где т=\, 2, 3, . . . , будут, соответственно*:
s+2p«о* = ——----- I w' (f) cos X (s + p — t)dt. 

Th sin Ър I6'- 3 ' 2p<0* = i ^<У (t) sin X(5 — t)dt -------(s)sinX(2/> —s) ds ,
.0 0и аналогично для у* и z*.Внеся значение 3(5, X) (18) в уравнение (14), получим
J^Tq + К*ТГ, ф- КуТ, =0, кУе + Сг1\ + СуіТ^,

KyTo + LytT'^ Ly7\==Q.
2p 2p

0^=^ w*w ds, A^(X)=^ у* у ds, . . . о 0
2p 2p 2p 2p

LyZ(\) = ^y*z ds = ^z*y ds, KzW—^*y ds=^ y*a> ds, . . . oo ooСистема уравнений (21) дает для Т значения, отличные от при условии равенства нулю ее определителя Д* (X):Д’(М = J\ & - - (СуК? - 2CzKyKz + ^^‘2) = 0.При этом T определяются с точностью до произвольного множи­теля, который выбирается так, чтобы функция 3' (s, X) была норми­рованной.Уравнением (23) определяется бесконечная последовательность собственных чисел X: Х1Л Х2, . . . , ХА, . . . Следовательно, определяется и бесконечная последовательность собственных функций 3A(s) = = 3(5, \k). Функции ЗД5) инвариантны по отношению к переносу и повороту осей координат yOz. Системы функций 3t (s) и их производ­ных За(5) в интервале от 0 до 2р ортогональны и нормированы:* Для сечений, имеющих оси симметрии, кроме решений (19) и (20) существуют решения, соответствующие значениям /р.3 дан, т. 62, № 2 185



1р Чр Чр ЧрJ S^ds = J S'^ds = 0 (g j), j S'^ds = X| J Sids = 1. (24)
о о о 0§ 3. Общее решение неоднородного уравнения (6) имеет вид:So (s) С , , Sv (s) г , S. (s') Ф (х, S) = _^_L MQdx-\--^- I Mvdx J-

J Jy„ J Jz,0 0Mn- M,. - My, - N,
Jy. Jza

M2,dx+ V XkSk, (25) A-l
2p

Ja=\£Fds. (26)
0Для оболочки с замкнутым контуром первое слагаемое в правой части формулы (25) заменяется выражением

J_C Qz (0_
"2р J JZ. Jy„

о L

2р

( рл (/, s) £l(s)ds (x—t) dt.(27)оЗдесь, в формулах (25), (26) и (27), Q2p — удвоенная площадь, ограниченная замкнутым контуром, Мп (х) — главный бимомент, М0(х), Му^х), ЛД(х)—соответственно, бимомент (г) и изгибающие моменты относительно главных центральных осей yozo:
2р 2р 2рЗД. Му„ (х) = J s^ods, Мг„ (х) = ( a^ds-, (28)
ООО 

2р 2/7 2р
M^Mx~\Px^ds’ My=Qz,-\Pxzods’ M^Qy~\Pxyods- (29) и О иФункция Xk(x) определяется из уравнения:

^Р ' 2р
$ ^Skds= 1 (TQMX + 7 Qy + T^-^p^ds. (30)
о 0Для составления граничных условий на торцах воспользуемся тем, что выражение (25) есть разложение Ф (х, s) в ряд по функциям 5o(s), Sy„(s), SZo(s) и S(s, Хй), поэтому:

Чр 2р 2р

X.(yA——\QSXls = E*.\uS'ds или X' (х)= ( aS'.ds. (31) Л,''' У R \ R R ' ' \ JC R '
О о оНа каждом из торцов могут быть заданы либо продольные смеще­ния, либо нормальные напряжения. Поэтому, используя (31), получим граничные условия для функций Xk(xY-

X^Q^E* \и(0, s)Skds и Xfc(0) = $\(0, s)Skds, (32) и ои аналогично для торца х=/.Формулами (32) исчерпывается решение поставленной задачи.Поступило 28 IV1948ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА1 В. 3. Власов, Тонкостенные упругие стержни, 1940.186


