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ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ СТРУКТУРА ПОВЕРХНОСТЕЙ МАЛОГО ТИПА 

(Представлено академиком И. Г. Петровским 15X111948)

В 1939 г. Аллендорфер (*), исследуя общие вопросы вложения 
римановых метрик в многомерные евклидовы пространства, ввел 
в рассмотрение некоторый арифметический инвариант поверхности, 
называемый типом (г?). Этот инвариант играет большую роль при 
исследовании вопросов вложения поверхностей в Еп, в частности, 
в вопросе об изгибании поверхностей.

Именно, им доказана следующая теорема, являющаяся обобще
нием теоремы Beez’a: поверхность Vm<^Em+q, для которой /(Цт)>2. 
однозначно определена в Ет+ч, т. е. всякая поверхность V Изо- 
метричная Vm, ей конгруентна. Отсюда, для того чтобы Vm допускала 
нетривиальное изгибание, необходимо t (Vт)~^2.

Определение типа, данное Аллендорфером, является чисто анали
тическим, и геометрическая структура поверхностей малого типа 
(г= 0, 1, 2) остается неясной.

Целью настоящей работы является установление геометрической 
характеристики поверхностей малого типа (Л = 0, 1, 2).

Предварительно дадим определение типа поверхности. Будем счи
тать, что поверхность трижды дифференцируема.

Если задать в каждой точке поверхности дважды дифференцируе
мый ортогональный единичный репер J • г ,
де векторы Jr, . . , Jm касательные, Jm+X = ^ Jm+g = ^ нормаль

ные, то, как известно, имеют место деривационные формулы:

dr = wlJt, i = 1, . , . ( т; ыт+і __ _ . = Q.
₽=1, ..., my q- ^ + «>3 = 0, a, ₽= 1,..., myq.

Формы ы’, w® удовлетворяют условиям интегрир уемости

М' = = [м^], а, ₽=1,..., m + q,

(“р)'= > а- ₽. Y = t , m + q.

Будем выделять, в частности, формы ««-Н —5 _ j 
а = Е . .., т, которые будем называть в дальнейшем смешан
ными.

Формы при преобразовании векторов Л (a=l . tn} w ?

7a = Aa/g, a, 3 =1.............т, 
3*
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соответственно
= b%, s, t = 1, . . . , q,

где (|Аа||, Il Н I) — единичные ортогональные матрицы, преобразуются 
по закону:

фа = Аафр, а, Р = 1. • • • , т, s = 1, . . . , q

или, соответственно,

фа = Й/фа, s, t q, а = 1, . . . t т.

Мы рассмотрим два важнейших арифметических инварианта систе
мы форм {фр, а именно ранг г и тип t.

Ранг г системы {ф} = {фр есть число линейно независимых 
форм фаг . . . , Фа? (а, = 1, . .. , т). Ясно, что ранг г есть инвариант 
системы {ф}, т. е. не зависит от выбора репера Jlt . . . , Jm;
и имеет вполне определенный геометрический смысл. А именно, 
ранг г равен числу параметров, от которых зависит ^-вектор нормали 
Еа = {?1. .... О, или, что то же, касательная плоскость Ет — 
= JmY

Мы будем называть ранг форм {ф} рангом поверхности.
Поверхности ранга г, как легко видно, состоят из плоскостей Ет—Г, 

вдоль которых касательная плоскость Ет постоянна: Vт — оогЕт-г, 
где вдоль Em-r Eq = {^1, . . . , ^} остается постоянной.

Поверхности малого ранга г<^т могут рассматриваться как ана
логи развертывающихся поверхностей в Е3.

Тип t системы {ф} определяется следующим образом.
Составим выражения:

1^1 = Таг .. «^ [Ф^аД ■ • - ф^)]. = 1, . . . , ГС;
= [Ч\ • • ■ . • ■ з.] = [Ф<«,.. . фу, = 1.......т.

Вообще,

где at = (а‘. . . ар, i = 1,. .. , т + 1, суть произвольно фиксированные 
комбинации индексов а^ = 1, . . . , т.

Если [Та] = 0 для любой комбинации а, то тип системы ^(ф) = 0.
Если [T\J =/=0, но [Т^Тр =0 для всех а, Ь, то тип t (ф) = 1, и т. д.
Вообще, если [ТЯ1. . . Та,] 0, но . . . TaT+I]=sO для всех 

а1( . . . , ат+і, то тип t (ф) = т.
Данное нами определение типа по существу совпадает с аллен- 

дорферовским определением, но отличается от него по форме.
Типом поверхности Vm в данной (произвольной) точке назы

вается тип системы форм {ф} = {фр.
Очевидно, тип инвариантен относительно выбора реперов Jv ..., J ту
-------
Для случая гиперповерхности тип t совпадает с рангом г, и в этом 

случае теорема Аллендорфера вырождается в теорему Beez’a об одно
значной определенности гиперповерхностей ранга >2.

Для дальнейшего введем еще одно понятие.
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Будем называть систему форм {ф} = {ф£} типа t непростой, 
если можно образовать такие линейные комбинации ф'а = Х}ф£, . . . , 
<Ра = ^фа, s = 1, . . . , q, а = 1, . . . , т, 1 р < q,

rang

что система форм {^} = {?„.. . имеет тот же тип t. В противном 
случае систему {ф*} будем называть простой.

Тогда имеет место следующая
Теорема алгебраической структуры. Если система 

форм {ф«} типа t простая, то ранг системы г < N^, где число 
зависит только от t и q, но не зависит от т.

Для 7 = 2 удалось найти точные оценки, а именно ^2 = 1,^1=3, 
Пз= 5, вообще, М = 2^ + 1.

Для общего случая 7>2 удалось установить только оценки 
сверху, например:

N\<4q2 + q2(q -= q3 + q\

^<^q^ + q + 2).

В частности, из нашей теоремы следует, что, грубо говоря, про
стые системы „малого “ типа имеют „малый“ ранг.

Непосредственным применением предыдущей теоремы получается
Теорема геометрической структуры. Если Vmc.Em^„ 

= = то ' т т^4'

т , rang Vm+s 9 + 1) 2? ₽ — 1, ( * )

где s может меняться от 0 до q— 1, р есть размерность макси 
мальной простой подсистемы, (^сДф) = (ф‘... ф?), обладающей 
тем же типом, что и (ф).

Или же, формулируя описательно:
Поверхности малого типа принадлежат поверхностям малого 

ранга или же суть сами поверхности малого ранга.
Для случая q = 2 удалось получить точные оценки и тем самым 

притти к эквивалентному геометрическому определению типа.
Именно, имеет место следующая теорема:
Теорема. Поверхность Vmc.Em+2 типа t (^ = 0, 1,2,...) 

удовлетворяет альтернативе:
1) Vm есть ранга г = 2t илиЖ. + 1;
2) Vm принадлежит гиперповерхности 14,+! ранга r—t.
Обратно, если поверхность]/ т удовлетворяет альтернативе 1) 

и 2), она есть поверхность типа t.
Таким образом, в случае 7 = 2 альтернатива 1) —2) есть полный 

геометрический эквивалент данного нами аналитического определе
ния типа.

Легко видно, что в случае 7 = 2 тип поверхности является ее 
проективным инвариантом, т. е. проективное преобразование евкли
дова пространства Еп переводит Vт в Vm того же типа.
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имеем, в частности?1рнческои структуры и из теоремы Аллендорфера 

изгиб ани^мо™^ и on^пускала нетривиальное
(в случае q = 2 альтернатива услОвия < * >

ровать следующие” необ^одйі^ ДЭЮТ возможность сформули- 
ново пространство V класса а условия того’ чтобы данное рима- 
вложение в Ет+д. т Допускало неоднозначно определенное

значно определыное^не^ было неодно
на R-параметрическое семейство чешек V допускал^ расслоение 
рых класса s<a~}- I/ -rv метРик Vm_R, каждая из кото

- число:Зависящее ^лько^ sTq. -S<^~^npu

Теоре^Т ^Пля п^п° сФ°Р^лвРовать более точную теорему. 
неоднозначно ' определенноЛложен^^ Vт не^^ допускала 
ние одного из условий: ьложение в Em+i, необходимо выполне- 
евклидовых'метрик: “а ь-’1аРаме'прк'іеское семейство

метрик kmccoTV^^Vm ,С‘МейстЮ 
г ЯІ— 1, c-CZCz IvJLtlLi, у __ j J
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