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ПОСТРОЕНИЕ БАЗИСА ПОЛЯ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ЧИСЕЛ 
ТИПА Г. Ф. ВОРОНОГО

(П редставлено академиком И. М. Виноградовым. 17 XII 1948)

1. Основной результат магистерской диссертации Г. Ф. Вороного 
„О целых алгебраических числах, зависящих от корня неприводи
мого уравнения 3-й степени" допускает обобщение. Следуя указанию 
Д. А. Граве, Д. Гребенюк Г) дал без доказательства форму базиса 
поля алгебраических чисел n-й степени, которая содержит как част
ный случай базис типа Вороного (2) для кубической области. Б. Н. Де
лоне (3), анализируя метод Г. Ф. Вороного, установил понятие нор
мального базиса для кубического поля и дал простое доказательство 
существования его. Автор в настоящей работе обобщает понятие 
нормального базиса кубического поля на поля любой степени и дает 
теорему существования таких базисов, из которой несложными рас
суждениями получаем способ вычисления его.

Как известно(4), система целых алгебраических чисел ^ = 1, 
«2, поля К (р) образует минимальный базис, если все коэффи
циенты произведения 

+ аг>2р + а,-,зр2 Н------- (1)

целые рациональные числа, а at л есть наименьший коэффициент из 
всех чисел данного вида (1), где D есть дискриминант уравнения

/ (х) = хл + а2х«-2 + а3хп-3 -[------ 1- а^х + ап = 0, (2) 

которому удовлетворяет р. Нетрудно показать, что коэффициент чис
ла при р в степени і—1 есть делитель D. Целые числа р, рю2,... 
•.. ,pw„ выражаются через элементы базиса поля, следовательно, коэф
фициенты при степенях р, меньших г —1, делятся на коэффициенты 
при степени р, равной i—1. Таким образом, элементы базиса можно 
записать

^л + ^зр+'-'+^р^+р'-1
Ч =------------------ , (3)

где Ьід, btp,..., — целые рациональные числа, которые могут
принимать, независимо друг от друга, бесконечное множество значе
ний (например, ші 4- ^р'^2 + 3 4------ Г сі—1 соответствует друго
му базисному элементу a>z), а числа являются делителями Di+1.

Каждый раз, когда bitj принимают какие-либо из этих значений, 
где 1 г и Ь мы получим, как теперь принято назы
вать, один из единичных ступенчатых базисов поля.
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2. Б. Н. Делоне называет единичный ступенчатый базис кубиче
ского поля нормальным, если w2w3 есть целое рациональное число.

Основой настоящей заметки является мысль обобщить это опреде
ление следующим образом: единичный ступенчатый базис поля будем 
называть н о р м ал ь н ы м, если для I = 3, 4,..., п — 1 имеют место 
равенства:

+ ft = 75г (4)

где fi — некоторые целые рациональные числа и, кроме того, <о2<о„— 
некое целое рациональное число.

Докажем теорему существования нормального базиса. Преобра
зуем поле К (р) в. К (ы2) и распространим идею доказательства су
ществования нормального базиса кубического поля Б. Н. Делоне на 
поля п-й степени, т. е. прибавим к элементам базиса ш2, ы3,..., ып по 
целому рациональному числу так, чтобы в выражениях произведений 
через базис поля

^з^п ~ ^л.і 4~ ^л,2Ыа 4~ G>,3“3 4" ‘ ‘ 4~ Сл,п— ± -f- Cn>nWn, (5)

Ы2ЫІ ~ С*Д 4~ С 1,2^2 4~ CZ,3^3 -[-••• Сі 4 ^4 (6)

■Си,2, сіл и сп,п были равны нулю. Для этого достаточно взять за 2-й ба
зисный элемент w2 — сп,п — базисный элемент <oz— cb2, n-й базис
ный элемент — сп 2; тогда тождества (5) и (6) принимают вид (i— 
=3, 4,..., п — 1):

“г^л = ^лД 4- £л,ЗШз 4- • • • + Сп,п—1^п- 1, (7)

^2^1 — “Г cb3w3 4----------4 4- “f+v (8)

Оказывается, что базис, выбранный таким образом, будет нор
мальным, т. е. сл,з, сп,и,..., Сп,п-і и щ,з, с^, ..., сщ будут равны нулю.

Действительно, заменим в тождествах (7) и (8) ы3, ..., ып их вы
ражениями через степени <о2 по формуле

------ Л~ЬІ,І— 1шз' 2+ “2' 1

(9)

Приравнивая коэффициенты при одинаковых 
тождества (7) систему уравнений:

степенях, получим из

„ | ^3,1 , 1 4—2, 1 1 ^л-1,1 _ /л
Ь fl, І } П, о І (■ СП, n—2 r\ i ^п, n—-1

2 75 л-i 75„’

„ 4,2 , . 1 г „ * л-2,2 і * л-1,2 _ &«,1 —/„-1
Cn’3D3 ‘ л—2 гл ' л, л—1 75 л-1 Dn

1 ,
С"-3 D3 + ‘ ’

, „ Ьп—Г3 . „
• "Т" ^п, п—2 г Сп п—1

6 л—1,3__  

75„-1

Ьп,И f п-2

Dn
........................ (Ю)

1 .
п—2 /5 и Gi, n— 1

^Я—1,Л—2 __

75„_1

bn, п-3 — /’ 

75л

1 ^п, п—2 — f i
bn, л—1 75n-i Dn
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а из тождества (8) систему уравнений:
, „ *з,і .

Ci,\ + CiA •
, *1—1,1

Di

*i+i,i 

Di
= 0,

„ *3,2 i *1—1,2
'+ Сі’ '-1 рдг ~F Ci j

ЬіЛ 

Di 4-
Ьі+іЛ 

Di

__  bJA
~ Di ’

i , c^Df + -'
1 *1—1,3 I

■ + Ci’7^7 !~ Ci,i
bi,3 *1+1.3 Ь1Л

Di Di ~ Di '

(П)

C S i 1
t *1+1,1—1 Ьі.і—і

I—I Dt-i f Dt
Di ~ Di

c - 1 . Д. bi+^i bi, 1-1
M Dt 1 Di Di

где/рА- ■ ■ • ^fn — коэффициенты уравнения, которому удовлетворяет <о2.
Предположим, что хотя бы одно с^,... , d,i или ся,з, ся,4,... 

...,Сп. п-1 отлично от нуля. Тогда, исключив из системы (10) или (11) 
а.з, Сіа> .... di или Сп.з, Спа, ..., сп, я-1, получим уравнение, связывающее 
коэффициенты bij (так как число уравнений в системах, по крайней 
мере, на единицу больше, чем число неизвестных cnj или d,j)> ко
торые могут принимать бесконечное множество значений независимо 
друг от друга. Выберем за неизвестное какое-нибудь bitd подберем 
остальные Ьщ так, чтобы коэффициенты уравнения относительно Ьі^ 
были отличны от нуля. Полученное уравнение будет 1-й или 2-й сте
пени и не может иметь бесконечное множество решений при коэф
фициентах, отличных от нуля, следовательно, наше предположение 
неверно и теорема доказана.

Из системы (10) получим:

_ /п-1 + fn-2u\ + /л-з'У 4--------F /ім? 2 + м? 1
Dn

а из системы (11)
/1-1 + /1—2М2 4” fi^Z^ 4------- F /l^'"2 “F М2*-1=------------------------------------------------ .

(12)

(13)

Положив ®2 = , мы получим, что ft равно (n—і)-й произвол
ной от полинома /(т)(2), деленной на (п— г)!

Если мы в формулы (12) и (13) подставим ®2 = ’ т0 ПОЛУЧИМ
форму базиса Д. Гребенюка, которая как частный случай содержит 
базис Г. Ф. Вороного для кубического поля.

3. Уравнение, которому удовлетворяет в виде определителя 
будет:

о
о

0
1 

Dt

/п __fn-y
Di Di

= 0. (14)
Di

fn  fn~l
Di Dt •

0

0

0 0
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По главной диагонали элементы определителя будут а
начиная с (п— і + 2)-й строки элементы главной диагонали будут
---- Юр

Коэффициенты уравнения (14) должны быть целыми рациональны
ми числами, откуда получим сравнения, которые являются необходи
мыми и достаточными условиями для определения т, D2, D3,.... D„.

Необходимыми условиями являются сравнения

Л-л/л'1-* —О (тосі/)пЛ+1), (15)

где k — 1,2, Эти сравнения получим из уравнения (14) при/ = л. 
Кроме того, из того же уравнения коэффициент при ш/-1 будет 
------- ; этот коэффициент должен быть целым рациональным 
числом, т. е. существует сравнение

(п — і + 1)^_х = 0 (mod Dj). (16)

Таким образом, вопрос о построении и вычислении базиса алгеб
раического поля п-й степени полностью решается методом, аналогич
ным методу Г. Ф. Вороного, примененному им для кубического поля.

Поступило 
25 X 1948
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