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МАТЕМАТИКА

О. ЛОКУЦИЕВСКИЙ

ОБ ОТКРЫТЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ ПЛОСКИХ КОМПАКТОВ*

(П редставлено академиком А. Н. Колмогоровым 17 XII 1948)

Непрерывное отображение / топологического пространства X на 
топологическое пространство Y называется открытым, если образ 
каждого открытого в X множества есть множество, открытое в К; 
к ваз и монотонным, если, каков бы ни был континуум С cY и 
какова бы ни была компонента К его прообраза, всегда f(K) — C.

Хопфу принадлежит следующая
Теорема. Открытое отображение компакта есть отображе

ние квазимонотонное.
Доказательство содержится в (2).
Вопрос о возможности открытого отображения одного данного 

множества X на другое Y принадлежит к труднейшим в топологии 
даже в том случае, когда X и Y являются простейшими геометри
ческими фигурами. Так, до сих пор остается неизвестным, можно 
ли при 2<р<<7 отобразить открыто ^-мерный куб на ^-мерный. 
Задача эта, имеющая важные приложения, например в теории непре
рывных групп, для р = 2 была впервые решена Хопфом ценою пре
одоления больших трудностей: оказалось, что квадрат нельзя откры
то отобразить на ^-мерный куб, ^>2. Другое, также сложное 
доказательство этого факта дано в (2). Из теорем, доказанных в 
настоящей заметке, следует очень простое доказательство указан
ного результата Хопфа. При этом обнаруживается, что невозможно 
не только открытое, но даже и квазимонотонное отображение квад
рата на «/-мерный куб, ^>2, причем из свойств куба при этом ока
зывается существенным лишь то, что он является континуумом, 
содержащим некоторую очень простую одномерную фигуру wT, 
которая сейчас будет определена.

Назовем треногою всякий континуум, гомеоморфный букве Т 
(т. е., например, сумме отрезка — 1/2<х< 1/2 оси абсцисс и отрез
ка О оси ординат). Рассмотрим в трехмерном пространстве
плоскости г = 1/п и в каждой из них возьмем треногу Т„, состоящую 
из только что упомянутых двух отрезков. Сумма этих треног и такой 
же треноги Т^, построенной в плоскости г = 0, есть компакт и обо
значается через ыТ (очевидно, ХГ есть топологическое произведе
ние треноги на компакт, состоящий из точек 0 и 1/ц, п = 1, 2,..., 
числовой прямой).

Теорема 1. Если плоский компакт X может быть квазимо
нотонно отображен на треногу Т, то X состоит лишь из конеч
ного числа компонент.

* Настоящая работа сделана под руководством П. С. Александрова.?
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т ПА М3 2 (основная). Никакой, плоский компакт не может 
бить кмпматонно отображен на компакт, содержащий, mono- 
/7 mil if PC KllU, образ МНОЖеСІПва (рТ .и из определения квазимонотонности вытекает

Отсюда и £ли хоть одна компонента данного компакта 
X омеоморфна плоскому множеству, то компакт А не может 
бить квазимонотонно отображен ни на какой континуум, содер- 
^щий топологический образ множества АТ (в частности, на

УбВ этом следствии, очевидно, содержится невозможность откры
того отображения плоского компакта на ^-мерный куб, ? >2.

Прежде чем приступить к доказательству теоремы 1, сделаем не
сколько замечаний (для удобства вместо плоскости рассматриваем 
двумерную фЩУ последовательность континуумов, лежащих в 
52 причем существует ItЕсли Fo" счесть континуум 
такой что F0\F0"=M, но Fn П F0" = A*  при любом и, то все Рп 
(кроме быть может, конечного числа) принадлежат одной и той же 
компоненте 52\F0". Граница этой компоненты совпадает с ?0 .

2° Пусть Гс52 есть гомеоморфный образ окружности и точки 
о п' т € Г. Обозначим простые дуги ргра = Г3, р2р3 = Гп p .p^ [ 2>

гХ.г^сг, Г1ПГ,=Й, г2пг,-л, г.пг^р, г- 
далее, HVH2 суть компоненты 52\ Г и RcHi 
разбивающий А2, причем R П Г = (р, U р2 U Рз)-

При этих условиях справедлива следующая
Лемма. Ф=/?ПГ разбивает А2 ровно на 4 области G^G^ 

G. s g4. причем при соответствующем выборе обозначении п2 —- 
И3ГгсО2ПГсГ;иА (^ = Ь2, 3).

3° Пусть теперь Rx есть подконтинуум R, причем «і Н 1 - 
= ЦпА Обозначим Ф^^иГ; так как ФхсФ, то GjCVp 
где Vj есть некоторая компонента 52\ФГ При этих условиях

Пусть,
есть континуум, не

2>

4

У1ПГ = Г1. , п
Переходим к доказательству теоремы 1. Пусть лете» 

и f есть квазимонотонное отображение X на Т = оа U ob U ос, где 
оа ob ос суть отрезки, не имеющие попарно общих точек^ кроме 
точки о. В противоречие с утверждением, допустим, что А - U А^, 
где АА суть компоненты X, причем число их не менее, чем счетно. 
В силу компактности X можно выделить топологически сходящуюся 
последовательность Хип = Хп (С1)» стр. 168). Обозначим °’
При этом можно предполагать, что Хп Q Хо — Л. Пусть теперь точки 
а' а" € оа, b' € ob, с’ € ос выбраны произвольно, но так, что 
о< а' <а" <а (в силу естественного порядка на оа). Легко видеть, 
что отображение fn=f компакта Х„ на Т квазимонотонно. Обозна. 
чим Оп произвольную компоненту fn (о); (О А )п, (ОВ)„, (ОС)п суть 
те компоненты № (оа'), fP (ob’), fP (рс'), соответственно, которые 
содержат Оп. _1

В силу квазимонотонности f„, очевидно, fn (а а )_П (OA)nf=A. 
Пусть (А’А")„ есть произвольная из тех компонент fn (а'а"), кото
рые пересекаются с (ОА')п. Аналогично fn (а"а) П (А А)п^А, 
fn\b’b) и (ОВ')„^А, /й\с’с) п (ОС')„ХЛ; ^А)п, {В’В)п, (С'С)п суть 
произвольные из тех компонент fn \а"а), fn (Ь'b), fn (с с), которые 
пересекаются с (А'А")„, (ОВ')п, (ОС')п соответственно.

* Через А обозначается пустое множество 
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Не нарушая общности, можно предполагать существование следую
щих топологических пределов: lt(OA')„ = (ОА')о. It (ОВ')Я = (ОВ')а, 
lt(OC')„ - (ОС)., lt(A'A")„ = ^'А"\, И(АМ)Л = (А"А)0, РВ'В)п=(В’В\, 
h(C'C)n — (С'С)0. При этом, очевидно, все рассматриваемые тополо
гические пределы принадлежат Хо-

Кроме того, из квазимонотонности f, fn легко следует, что 
f [(ОА')Д = оа', f^OB^^ob', f\{OC\] = oc’, /{(А'А")п] = а'ая, 
f[(A"A)„] = a" a, f[(B'B)n] = b'b, fWC}n] = c'c (здесь n = 0, 1,2,...)-

Легко видеть также, что {ОА'\ Л (ОВ')0 П (ОС^^Л, (ОА')0 П 
Л (А'Д")0^А, (А'А")0 Л (А"А)0^А, (рВ\ П (В'В\^А, (ОС')0 П
Q (СС)0 =р= А.

Из непустоты пересечений слагаемых и теоремы Цоретти (0), 
стр. 178) заключаем, что связны следующие множества: Рп' = 
= РА’\ U РВ\ U (ОС^, F; = F' U (А'А")п U (В'В)„ U Р'С) F = 
= Fnn G (А"А)п (здесь п = 0, 1, 2,...); связно также и Е = рВ )0 I) 
U РС'\ U Р'В\ U Р’С)а.

Далее понадобятся следующие утверждения:

Г. =
II. Так как f(F0") = оа" U ob U ос, то существуют точки € 

tf-Pa") Л Fo", &о Л Fq, гое /-Ч^П Рц. В силу непре
рывности / можно выбрать окрестности Ult U2, U3 точек а0", b0, сп 
соответственно такие, что /(Up с (а'а\ a'), f (U2) c(b'b\b'), 
/ Рз) clc'c\c'). Тогда, очевидно, U} Л Р/ с (А'А")0, U2 Л F» О. 
С (В'В)О, и3 Л ^о" с р'с\, г; Л и, = л (/ = 1, 2, з).

Можно предполагать, что U^U^-A при i=/=j‘, i, j—K 2, 3.
III. Если обозначить А/ = f^Pa') П Fo', то А/ П (А'А")0=/А.
В силу 1°, I и Г все Fn (кроме, быть может, конечного числа) 

принадлежат одной и той же компоненте S2\/V- Обозначим эту 
компоненту через Н. Тогда, в силу того же 1°, H\H=F0". Пусть 
Ро" = S2\H. Легко видеть, что F/ есть континуум. Выберем а0", 
b„, cQ и их окрестности Ult U2, Us соответственно, как указано в П. 
Так как а0",Ь0,сп € Fo", то Ul П Н=/=А (i = 1, 2, 3).

Построим в И произвольную окружность Г и обозначим Hlt Н2 
компоненты А2\Г. Пусть, например, Ло" с 7Д. Легко доказать (так 
как Ui Л Н/=А^), что существуют непересекающиеся простые дуги 
Д1 = Р1Р1> ^2=р2р^ ^з=РзР/, где р^р^Рз 6Г, p'i € Ui Л (// Ip 
А\(рг и Pp&Hi n н (z = l, 2, 3). Так как Н\Н = F3, то из II 
следует, что:

II'. р^ € (А'А")0.
IP. р' ejB'B\, р3' € (С'С)0.
ІІОТ. Рі' 6 Fo' (t==l, 2, 3).
Обозначим R = Fon U (Ai U Да U Аз); 7? Л Г = (pt U A U Рз)’

и в силу леммы Александера (3) 52\7? связно. Поэтому из 2° сле
дует, что 52 \ Ф (где Ф = R U Г) есть сумма четырех компонент 
Gv G2, G3, G4 = U2.

Из IT" легко следует, что Ло'Л Аг = A (z = 1, 2, 3). А так как, 
кроме того, F^cHi, то существует окрестность U = U{FP такая, 
что U с Н4 и U Л Аг = A (i = 1, 2, 3).

Из Г заключаем, что для всех « (кроме, быть может, конечного числа) 
Fn^. U и, следовательно, Fn' Л Аг = А, Рп' Л Г = А. Но Fn' и 
поэтому F^ Л Ф = А.

В силу теоремы Янишевского ((х), стр. 176) каждый из Р^ цели
ком лежит в одной из Gu G2, G3. Пусть, например, Gt содержит бес
конечное число FP
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Тогда: _
IV. F0'=ltF„'e.oOi>

и в обозначениях 2 •
IV'. Гхс ПГ £ГиД п и г. Из II" следует, что Ri
Рассмотрим U М то, в силу 3°:е^ХпГ»г“ьV есть компонента 3’\Ф„ содержа- 

Щая Gj.) ттг р ' czV в частности До'= f 1(<т')П Легко
В П Ф = А, и поэтому А0'с Vr Из III, связности (А А )0

ПФг = А заключаем, что Йс^. Следовательно, в 
* Г»'СУ Если теперь р1'хсА1 есть произвольная простая “й, не ёжащая точки L Й Рх П Ф, = А. и поэтому рх е V,. 

ЛСд?к&а/ельТт^ В противоречие с утверждени-
ем допустим что существует квазимонотонное отображение / неко
торого компакта X с № на компакт Y, суодеР^^^^ 
у/ гомеоморфное иТ. Обозначим через Хо прообраз Го. Нетрудно 
показать, что отображение Хо на Уо квазимонотонно.

Не нарушая общности, можно полагать Yo совпадающим с w7. 
Число компонент очевидно, не менее, чем счетно. Отображение 
g множества ыТ на Т определяется формулой g ( х, у, п ) (х, у, 0).

Очевидно, g квазимонотонно; легко видеть, что квазимонотонно 
также и отображение gf, а это противоречит теореме .

Поступило
16X11 1948

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Ф. Хаусдорф, Теория множеств, 1937. 2 G. Т. Wh у b ur n Analytic 
Topology, N/Z, 1942. 3 J- W. Alexander, Trans. Am. Math. Soc„ 23, 333 (1922).

628


