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МАТЕМАТИКА

С. М. ЛОЗИНСКИЙ

ТЕОРЕМЫ О РЕЗОНАНСЕ И ЛИНЕЙНЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ
ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ В НЕКОТОРЫХ 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 10 XII 1948)

1. Пусть 2 означает множество всех функций «(«), удовлетворя
ющих следующим четырем условиям: 1) w(zz) непрерывна при 
0<zz<oo, 2) 0<w(u'Xw(zz") при 0<zz'O", 3) ы{и1 + zz2X«(«1)-|- 
+ <0 (и2), 4) co (0) = 0. ~

Функциональные пространства C, L и L определим как в (*). Если 
f(f) есть функция, определенная при —оо</<оо, то /а означает 
функцию, определенную формулой: + а). Если Е есть нор
мированное пространство, то WWe означает норму элемента / € Е.

Лемма 1. Для любой функции со СО существует конечный не
отрицательный предел lim

2. Пусть Е есть функциональное пространство. Рассмотрим следу
ющие аксиомы.

(1) Элементы Е суть функции, принимающие вещественные значе
ния, определенные при —оо<£<оо.

(2) При обычном определении сложения функций и умножения 
функции на число Е есть пространство типа (В).

(3) Если/€£, то фЛ € Е при — ос<а<оо и ||/а ||£< Ke \]f ||г, где 
константа Ке зависит только от Е, а не от f и а.

(4) Элементы Е суть функции, имеющие период 2к, суммируемые 
на (—те, л).

(5) Существует множество функций G = Ge, имеющих период 2к 
и суммируемых на (—к, те), такое, что

Л
а) если f^En g^G, то j |f gI dt< + oo;

b) если f^E, to
Л 

ll/lk = sup \fgdt,

с) если g£G, to gaQG при — oo<a<;oo;
d) если g € G, a h (/) есть 2те-периодическая и измеримая функция 

такая, что |A(f)|^ 1 почти везде, то gh^G.
(6) Е содержит все тригонометрические полиномы.
Если Е есть пространство, удовлетворяющее первым v из этих 

аксиом (v = 1, 2,..., 6), то говорим, что Е есть пространство тина F^.
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Замечание 1. Легко видеть, что если Е типа Ръ, то Ке = 1 и

\fgit = sup

Замечание 2. Легко видеть, что С, L, Iм суть пространства типа 
А-

Определение!. Пусть Е — пространство типа /%. Тогда при 
f^E положим

, м - И/г-/Н£
Мш, / Ма, f.E — sup ----- —

С<Л«ю (Л)

и обозначим через Еы множество тех jPE, для которых е<^+о°, 
а через Е*— множество тех f^E, для которых

II 7 — J "е п hm — =0. 
7г-»+0 ® W

Замечание. Очевидно, что Е*аС1Еа,
Определение 2. Если пространство Е типа Р3 и то вве

дем в множестве Еш норму по формуле

(1)

Множество Ем с введенной в нем нормой (1) будем называть про
странством Еа.

Определение 3. Если пространство Е типа Р3 и wG2, то вве
дем в множестве Е^ норму по формуле

11Я>= ПЖ- (2)

Множество Е^ с введенной в нем нормой (2) будем называть прост
ранством Еа. _ ,

Л е м м а 2. Ес ла Е есть пространство тапа Ps, то Еы и Еш суть 
пространства типа Р3.

Теорема 1. Пусть Е — пространство типа F3. Пусть функция 
o€Q, последовательность функций {fn}^ciEи последовательность 
положительных чисел {sn}n"=i удовлетворяют следующим условиям',

a) lim—=0; b)lime„ = 0; с) |]/л |]£ < «(е„);
И _> 4- о М (и) л—>оо

Ф \\Гп-/п\\е<^11 пРи 0<й<оо. 
1 zn

Пусть £—пространство типа (В), {Un}™=i — последователь
ность линейных операций из Е в U — линейная операция из Е в
Тогда:

1) Если
Ііт || (Л) >0’

zz->oo

то существует ф£Еы такая, что

п^со
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2) Если
lim И Un (/„) = + oo,

то существует f£E*m такая, что

lim |P„(/)|U = +оо.n->oo

sin fv+ t

3. Положим D^t)^ — -----—— при v =0, 1,2.
2 sin---- t

2

. , — oo <Y<oo,

И пусть s4/,x)=“ + есть v-я частная сумма ря

да Фурье суммируемой на (-к, к) и 2к-периодической функции /. 
Определение 4. Пусть

W
W

есть бесконечная треугольная матрица; положим

W), 
\=0 

— к

(/)=у, х)=2 *)•
4=0

Определение 5. Пусть G и Н суть два функциональных про
странства типа (В), каждое из которых содержит все тригонометриче
ские полиномы, U (f, х)— линейная операция из G в Н. I ово-
рим, что U есть линейная тригонометрическая полиномиальная опе
рация типа 31 и порядка и, если вы юлнены следующие два условия.

1) Для любой функции f^G U (f, х) есть тригонометрический 
полином порядка

2) Если Тп(х) есть тригонометрический полином порядка то 
U{Tn, х^^\тп. х).

Замечание. Очевидно, что если матрица 31 такова, что 

wj1 при V-71, 
7 (0 при

то мы получаем операции, рассмотренные в (L). Простейший пример 
тригонометрической полиномиальной операции типа 31 и порядка п 
есть операция

U(f,x) = ^\f,x).
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Другой пример доставляет суммирование интерполяционного три
гонометрического процесса с равноотстоящими узлами, рассмотрен
ное в (2).

Теорема 2. Пусть Е и £ суть пространства типа /%, Un — 
линейная тригонометрическая полиномиальная операция из Е в $ 
типа §1 порядка п. Тогда

Л Ягде правая часть означает норму (/, %) как операции из Е в & 
Замечание. Если E = g = C, то ||||f = L^\ Если Е = £ =1, 

П (91) ,(81) ... ,то снова [Iа„ ||£ = Ln Таким образом, теоремы 1 и 3 работы (х) 
суть частные случаи настоящей теоремы.

Теорема 3. Пусть Е и суть пространства типа Fe, {Пп}п^\— 
последовательность линейных тригонометрических полиномиаль
ных операций из Е в $ типа 31 порядка п, U — линейная операция 
из Е в и со €2. Тогда

1) Если lim —— =0 и 
и->+0 ш (и)

lim со —
п—><х> \ И-

то существует /£ЕЫ такая, что

lim \\U(f)-Un(f)\\s>0.

2) Если

lim со || а£Я) ||® = + оо,
Л-»0О \ П J с

то существует f^E^ (а если lim =0, то и f^E'a\ такая, что 
\ 1|->+0«(и) /

Нт || Un (f) = + оо.
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