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В предыдущей заметке (х) были рассмотрены некоторые специаль
ные коммутативные нормированные кольца на локально компактной 
абелевой группе G, удовлетворяющей второй аксиоме счетности. При 
этом были установлены теоремы, выясняющие общий вид линейного 
функционала на изучаемых кольцах и структуру множества их мак
симальных идеалов, а также обобщающие известные результаты Ви
нера — Годемана и Берлинга — Годемана (2).

Полученные результаты применяются в настоящей заметке к 
установлению ряда теорем тауберовского типа.

1°. В соответствии с обозначениями предыдущей заметки (!), мы 
будем рассматривать классы Н*, S“ функций 6(х) (—-оо<х<оо) 
и пространства Мр, Rp, К для того случая, когда G является аддитив
ной группой действительных чисел. Из теорем 2, 3 и 5 (х) нетрудно 
вывести следующие общие тауберовские теоремы.

Теорема 1. Пусть 0(х)€3*, /(х^М” (р> 1).
Тогда из соотношений

ОО ОО

lim \ /?(х уy)f(x)dx= А 5 k(x)dx, (1)
j'-^co-co

j k (x) e‘ux dx =f= 0 (—oo<^«<^oo) (2)
— co

следует
CO co

lim + dx = A \ kAx)dx, (3)

где (x) — произвольная функция из Rp.
Обратно, если для некоторой функции k(x')ERp из f (х) € Мр , 

К (х) € Rp и (1) всегда следует (3), то справедливо (2).
Теорема Г. Пусть 6 (x)€S и полунепрерывна снизу, ak{x~)^R.
Введем класс W комплексных функций а (л) (—оо<х<оо), 

имеющих ограниченную вариацию на каждом конечном интервале 
и удовлетворяющих условию

sup \ 6 (х + у) | da(x) | <оо.
— oo<j/<oo

Тогда из соотношений
ОО ос

lim \ k {х у у) da (х) = A \k{x)dx,
-ОО

(4)

(5)
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) # (х) егйх dx =£ 0 (—oo<;u<oo) (6)
— сю 

следует 
СЮ со

lim (х + у) da (х) = А Лі (х) dx, (7)
У-*®3 —оо — оо

где р^х) — произвольная функция из
Обратно, если для некоторой функции р(х)(: £ из а (х) € Wr 

p^x^R и (5) всегда следует (7), то справедливо (2).
Полагая в теореме 1 0 (х) равной характеристической функции 

интервала (0, 1), получим теорему:
Теорема 2. Пустьf (х) принадлежит степановскому классу Sp

у +1

SUP |/(х) ]pdx<Z оо, — ео < у < со у

a k^x), #3(х) — функции, представимые в виде-.

^(х) = т,(х) [аг(х + 1)—(х)]1'" (г = 1, 2),

где х (x~)(:L4(—°°> °°)> — неубывающие ограниченные функции
на (— оо, оо). Пусть, далее,

СЮ со

lim \ (х + у) f (х) dx = А рг (xjdx
у со — со —ОО

и

\ pyx') eiux dx=hQ (— со<и <oo). 
— co

Тогда справедливо соотношение
co ОО

lim j P2 (x + У) f(x) dx = A \ p2 {x) dx.
у —> co — co — OO

2°. Важный класс теорем тауберовского типа для сингулярных 
интегралов связан с условием:

h

sup — I I f (л) lp dx < oo (p>l). (8)
0 < h < oo h J 

0

Совокупность измеримых на (0, оо) функций f(x), удовлетворяю
щих условию (8), мы будем обозначать через Тр. Полагая в теоре
мах 1 и Г

( | О (х>0)

и производя замену переменных ? = ех, ^=еу, нетрудно вывести 
тауберовские теоремы для классов Примером может служить 
следующая
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Теорема 3. Пусть f{x}^^p (р>1). Тогда при выполнении 
условия

lim f(x) = A (С, а) /а> — ) (9)
х->0(ео) \ р/

/ 1 С / х V-1 \[ или, что то же, lim — \ ( 1------ ) f {х) dx — А \ справедли-
\ 6"^-0(oo) as J \ S /

U 

во соотношение 
ОО ©о

lim е \ 1г (ел)/ (х) dx = А k (х) dx, (10)
е _> оо (0) 0 о

где k (х) — произвольная измеримая на (0, оо) функция, удовлетво
ряющая условию

со 1

и

при этом k (л) обозначает наибольшую конвексную функцию на 
оо

(0, оо), не превышающую j | /г (0 \9 dt.

Теорема остается справедливой при р — 1, а = 1 для непрерыв
ных на (0, оо) функций k {хр удовлетворяющих условию'.

оо

max 11г (t) |} dx< оо. 
о X < / < оо

Если, кроме того, f (х)^- 0, то к(х) может иметь конечное число 
точек разрыва первого рода.

Из теоремы 3 (при р = 1) непосредственно следует ряд результа
тов Винера (3), Бохнера и Харди (4), Якоба (5), Такагаши («) и др.

Далее, из теоремы 3 нетрудно вывести следующую теорему, обоб
щающую на интегралы Фурье некоторые результаты Харди и Литтл
вуда (7) для рядов Фурье.

Теорема 4. Пусть f(x)6Lp(—оо, оо) (1 а Р(у) — пре
образование Фурье функции f(x):

Р = г V’ \ f е ІХУ[іх (Р = 
г ■ Z7C J 

— ОО

А

P(y) = ~^l.i.m. ^f(x)e~ixydx (1<п<2).
F А оо J

—А

Обозначим

ф(0= ~Шх + 0)+ф(х-^-2в} Д>0).

Пусть при некотором фиксированном х Ф (г>1).
Тогда следующие утверждения эквивалентны:

оо

а) rt 5 P(y)eixydy=s (С,а) (а>0) 
— ео
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ОО

b) Ц- 'J F (у) eixv dy = s (Д), 
к 2k j

---- GO

c) 1ітФ(/)=0 (С, P) 
/->o

3° . С помощью результатов предыдущей статьи (г) устанавли
ваются такие общие тауберовские теоремы для процессов суммиро
вания, определяемых интегралами Стильтьеса. По характеру таубе- 
ровских условий эти теоремы сходны с некоторыми результатами 
Сасса (8, 9), относящимися к рядам Дирихле. В качестве примера при
ведем следующую теорему.

Теорема 5. Пусть <р (х) — конвексная функция на [0, оо), удов
летворяющая условиям:

ОО

9 (0) = 1, 9' (0) >— оо, J 9 (х) tZx < оо,
о

а а (х) —функция ограниченной вариации на каждом конечном сег
менте [0, А], причем <з (и) = 0. Пусть, далее,

ОО

lim \9 (ex) da (х) = s, 
6->+°о (И)

причем интеграл в левой части (11) абсолютно сходится при лю
бом. е >0. Тогда

8

lim — С s(x)dx — s (8>0\ (12)
X -> со В J

X

если выполнены следующие условия:
К. ^->0 (х-*оо). 

X
h

В. хр[а{х + 8) — dx = O(h) (л->оо, р> 1). 
o' 

оо
1 (* Z — 1С. Функция Ф (z) = ,7^= \ 9 (х) х dx, которая является регу- г 2тт J

о

лярной аналитической функцией z в полосе 0<CRez-<l, может 
быть аналитически продолжена на мнимую ось во всех точках, 
кроме, быть может, z = 0, причем Ф(г)=А0 на мнимой оси.

В частном случае, когда ф(х)=е-л (в этом случае С выпол
няется), теорема справедлива и без условия А.

Если, в частности, вся масса функции распределения о(х) скон
центрирована в целочисленных точках х = я, а9(х) = е~л, то теоре
ма 5 дает найденное Сассом (8) обобщение известной тауберовской 
теоремы Харди и Литтлвуда для метода Абеля.

Поступило
18X1 1948
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