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1°. Обозначим через Ln(j,x) интерполяционный полином Лагранжа 
для функции / (х)

п

k=l

где 

и
п

= П(л — 4Л))-
k=l

Если для любых двух функций f(x) и ^(л), интегрируемых (/?) 
и совпадающих в некоторой окрестности точки х0, выполняется со
отношение

ПРИ «-*оо,
то говорят, что в точке х0 имеет место принцип локализации среди 
функций, интегрируемых (/^). Известно, что при интерполировании по 
равноотстоящим узлам принцип локализации не имеет места даже 
среди непрерывных функций, как показывает пример двух функций 
у = х и у — | х 1 . С другой стороны, известно, что при тригономет
рическом интерполировании по равноотстоящим узлам принцип лока
лизации имеет место среди функций, интегрируемых (RY

И. П. Натансон поставил вопрос: какова должна быть система 
узлов интерполирования для того, чтобы принцип локализации имел 
место среди функций, интегрируемых (/?)?

В настоящей работе дается ответ на этот вопрос.
Доказательство теоремы 1 приводится с помощью рассуждений, 

аналогичных рассуждениям Полна в его работе о сходимости меха
нических квадратур С1). Обозначим основной промежуток интерполи
рования через [А, В] и назовем, следуя Полна, групповым интерва
лом I сумму конечного числа интервалов на [А, В].

Введем функцию группового интервала

£(7) = ІЫГ
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где сумма распространяется на те индексы для которых х^ £ /. 
В формулировке теоремы 1 через [а, Ь] обозначен любой промежуток, 
содержащийся в [А, 2?] и не содержащий точки х0 £ [Д, 5j.

Теорема 1. Для того чтобы при интерполировании по узлам 
(# — 1, 2, ..п) имел место принцип локализации в точке х^ 

среда функций, интегрируемых (R), необходимо и достаточно, что
бы:

1) У 4П)(х0)-*0 пРи
[О,*1

2) S I (хо) । < М, г^е — константа-, 
[а,Ь]

3) Для всякой последовательности групповых интервалов такой, 
что I2zo .. . э Rzo . .., х^Ц и тЦ -> 0 при i-^oo, имеем

при i-^ оо.

2°. Будем рассматривать в качестве узлов интерполирования кор
ни ортогональных полиномов Якоби Р„ (а, р, х), определяемых в 
[—1, 1] весом

р(х) = (1— х)“(1 + х)0,

где а>—1 и 1. Корни этих полиномов обозначим

Хйл)= cosOfe"5.

В дальнейшем х0 обозначает любую внутреннюю точку сегмента 
[-1, 1].

В таком случае справедливы следующие соотношения с сохране
нием предшествующих обозначений:

max I , (О
[а, Ь} П

где Сг — константа;
N (а, Ь, п) = С2п (а' — Ь') + п ап, (II)

N (а, Ь, п) — число узлов х^ [а, Ь\, Са — константа, а' = arc cos а, 
Ь' = arc cos b и а„->0 при п-^оо;

I (-^о) I Сяп,
Л=1

(III)

где С3 — константа.
Можно проверить, что выполнение (I) и (II) обеспечивает выпол

нение второго и третьего условий теоремы 1, а выполнение (I). (II) 
и (III) обеспечивает выполнение первого условия теоремы 1. Для по
линомов Якоби (II) следует из того, что для всякого [а, Ь], где 
— 1 <С а < Ь^, 1,

,. N (а, Ь, п) а' — Ь'
11Ш —1---------- — ----------- -

Л->0О Л ТС

((2), стр. 303), а (1) может легко быть получено с помощью асимпто
тических формул для Рп(у, Р, х) и Рп^-> ₽, ^ап)) ((2), стР- 190 и 232). 
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Отсюда следует
Теорема 2. Если в качестве узлов интерполирования брать 

корни ортогональных полиномов Якоби, то среди функций, инте
грируемых (к), имеет место принцип локализации во всякой вну
тренней точке промежутка [—1, 1].

С помощью теоремы 2 можно перенести на интерполирование по 
корням полиномов Якоби признак сходимости интерполяционного 
процесса Лагранжа в точке х0 для интегрируемых (Л) функций, ко
торый был дан И. П. Натансоном для тригонометрического интерпо
лирования по равноотстоящим узлам (3):

Теорема 3. Пусть f(x) интегрируема (R) в [—1,1]. Если 
_ 1<х0<1 и существует функция ср (х), возрастающая в [—1, х0] 
а убывающая в [х0, 1], удовлетворяющая условиям

<?(Л)
X — х0 

и
1

\ 9 (х) dx<i + оо,
—1 

то

lim Ln(f, x0)=f(x0).
Поступило
27 XI 1948
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