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О СУММАХ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

(Представлено академиком С. И. Бернштейном 9 X 1948)

1. В настоящей заметке дается оценка погрешности предельной 
формулы одной общей теоремы С. Н. Бернштейна ((х), § 10). Эта оценка 
позволяет установить некоторые неравенства для сумм зависимых 
случайных величин, аналогичные тем, которые были использованы 
А. Н. Колмогоровым (2) при доказательстве закона повторного лога
рифма для сумм независимых величин.

Через Рбудем обозначать вероятность события, указанного 
в скобках. M(z) обозначает математическое ожидание величины 
z a priori, М' (г) — условное математическое ожидание z при поедпо- («й, k < 0 “ г
ложении, что величины uk с индексами #<z получили определенные 
значения.

sup М’(z) и inf АГ (z) обозначают точную верхнюю и точную ниж- 
(«А, * < О («й, * < о J

нюю границы М'(z) относительно различных возможных значений 
(»й, * <О

«р м2,..., И;-!. Изменение M'(z) определяется как разность supTH'(z) 
и inf М’ (г):

изм Af'(s)=supAl'(г) —infAf'(г). (иА, * < i) (и? k<i) (uk, k < i)

2. Начнем с основной леммы работы (*) (§ 9) С. Н. Бернштейна. 
Мы придадим ей следующую форму.

п

Лемма. Пусть sn— является суммой зависимых величин uir

M(u^—Q, M(s^=Bn,

^ = изм М'^), в = изм М' {и]), q=suPAT1 «?| ;
(“*> * < ’> (“й> * < О («ft> k < г)

тогда 
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г0 и z1>z0 — произвольные вещественные числа (Cv Са,... всюду 
обозначают постоянные).

п \

= , находим
<=1 J

п

11 кДействительно, полагая ук—

,„ ( ЪУ/Л 1 М 52 I S М \ е *) = 1------- ;—с 4~ о*’
(»*, к < i) 2Вп

где при достаточно больших 1 п

п

если |^|<^ 
Пусть

(п 
К ЪУк

е 1 ,

Повторяя почти дословно рассуждения
•благодаря (2) получаем

(2)

С. Н. Бернштейна ((х), § 9),

С2№! Gn~En\<—r-
1 п

каково бы ни было | ^ | < ^, если только Тп достаточно велико.
4 _

Положим N = VTn. Тогда
|О„-Д„|<^. (3)

/Гп
С другой стороны, при том же условии 111 < N = VTn, для доста

точно больших Тп без труда устанавливаем неравенство

Утп

вместе с (3) оно приводит к

Утп
4 _

каково бы ни было |?|<КГ„.
Полученное неравенство, устанавливающее степень приближения

п

характеристических функций Gn сумм величин ^ук к характеристи

ческой функции е“е/2 закона Гаусса, позволяет оценить разность 
между соответствующими законами распределения, а именно, после 
надлежащих вычислений находим, что

Кроме того, легко убедиться в

e^dx
І-т

справедливости неравенства

(4)'П < $п \

-1
Вп

(5)
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Следовательно, если Тп достатрчно велико, справедливость (1) 
вытекает из (4) и (5). Но в таком случае (1) справедливо при любом Тп. 
Впрочем, нас будет интересовать только случай 7’„-*оо; в этом слу
чае С. Н. Бернштейн называет величины ut почти независи
мыми.

3. Неравенство (1) дает возможность установить оценку предель
ной формулы той общей теоремы С. Н. Бернштейна, о которой упо
миналось выше. Не останавливаясь на не представляющих затрудне
ний вычислениях, укажем дополненную оценкой остаточного члена 
формулировку этой теоремы С. Н. Бернштейна ((х), § 10).

п

Теорема. Пусть sn^= лг — сумма, зависимых величин, обла- 
1

дающих следующими свойствами:

1) M(sn)=Bn> Нп\ где Х>2/3;
2) sup М' I х^ | < Ц

(лй, k < І)

3) выполняется одно из неравенств:

sup М' (xi+1 + ... + xi+g')г<Z^g^
(xk, Ь<і) 

или
sup М' (л/+1 + . .. + лг+г)2< Nga7' ‘, 

(xk, k < і)

каково бы ни было целое ^>0;
4) изм М' (xt)<i~ , где р< — есть положительное фиксиро- 

(х^, i — п?)
ванное число и постоянная р у> 1---- —;

изм М’ {ХіХф < .
(xh. mX к

При этих условиях

P{Zo VBn<sn<zx VBn} - [ e ^dz
I 2k J

(6)

где т>0 некоторая постоянная (определяемая постоянными X, р 
и р), каковы бы ни были вещественные числа z0 и z1'y>z0 (И, N и 
L постоянные). ______

4. Положим в неравенстве (6) Z1=-\-oo, г0=&]Л21п1пВ„, где b — 
положительная постоянная.

Тогда, принимая во внимание асимптотическое равенство

[e^dt— oo),

найдем при п -> оо

sn>bV'2Bn\a 1пВ„) 
е

__________ 1___________

K2it К21n In ВП (In
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Следовательно, если случайные величины х{ удовлетворяют всем 
условиям предельной теоремы С. Н. Бернштейна (»°3), то, каковы 
бы ни были данные b>0, s>0, при всех достаточно больших п 
справедливы неравенства

U11 ^nJ(1п5„)(| +е)*’
(7)

Неравенства, аналогичные доказанным, но полученные совсем 
другим методом, были, как уже упоминалось, использованы А. Н. Кол
могоровым при доказательстве закона повторного логарифма для 
сумм независимых величин.

Применение неравенств (7) для доказательства закона повторного 
логарифма в случае сумм зависимых случайных величин будет слу
жить предметом специальной заметки автора.

Поступило 
6 X 1948
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