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ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(П редставлено академиком И. Г. Петровским 24 IX 1948)

Пусть дана счетная система линейных дифференциальных уравнений

~ ~Ps1X1 + Ps2X2 + • • • ~\~Psmxm + . • . (S = 1, 2, . . .), j (1)

гДе Psk =Psk^~ вещественные или комплексные функции независи
мого переменного t, непрерывные при />-0.

Будем полагать, что при выполняются неравенства:

I Psi ) + I Ps2 I + • • • + I Psm 14- • • • <P(0 (S — 1, 2, . . .), (2)

где p(t)— непрерывная функция при ^>-0.
Пусть

ад = Ху (t), х2 = x2(t) , . . . (3)

счетная система функций, непрерывных при Систему функций (3) 
будем называть ограниченной, если для любого наперед заданного 
сегмента [0, а] существует такое число Na, что

sup[ | х^) | , | x2(t) \ .]<Na

при любом t а [0, а].
Точкой рассматриваемого здесь счетномерного пространства вели

чин t, Ху, х2, . . . , хп, . . . будем называть любую совокупность чисел 
(4, х?, хг, ■ ■ • , Л, • • •), в которой /о>О, а х?, Х2, . . . , х„, . . . — веще
ственные или комплексные числа, удовлетворяющие неравенству:

SUp [ | X? | , | Х° | ,..., | Х^ | ,...]< оо.

Систему функций (3) будем называть решением системы уравне
ний (1), проходящим через точку (4. x°i, х°,.. ., х°,. . .), еслихх(4)= 
= х?, х2(4) = Х2, . . . , Xn(to) = Хп,.. . и если dxs (f)idt=psy хД0+ 
+ Ps2 х2^ + • • • +Psmxm (4+ ■ • • (s = 1, 2, . . .) при всех значениях 
/^>0, причем, если система функций (3) ограничена, то это решение 
будем называть ограниченным.
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Легко видеть, что через любую заданную точку (Zo, х?,х°, •.., х„,...) 
проходит и лишь единственное ограниченное решение, причем огра
ниченное решение системы уравнений (1) будет и равностепенно не
прерывным.

Пусть (3) есть ограниченное решение системы уравнений (1), про
ходящее через некоторую точку (/0, х?, х°, . . . , х^, . . .). Рассмотрим 
функцию

x(Z) = sup[ | xjz1) I , I x2(Z) | , . . . ]. (4)
Имеем:

I ^x(t) I = I sup[ I x^-j- Ы) I , I х^-\-Ы) | , . . .] —
- sup [ I x^O I , I x2(Z) I , . . . ] I <sup [ | Axx | , | Дх2 I , . . . ], (5)

где положено Axf = xs(t + AZ) — xs(t) (s=l, 2, . . .).
Отсюда, на основании равностепенной непрерывности ограниченного 

решения системы уравнений (1), следует, что x(Z) есть непрерывная 
функция.

На основании (2) и (5) имеем:
I I

Ax(Z) | р (т) х (т) d~ [. (6)
I t

Пусть t и t -{- id принадлежат некоторому заданному сегменту [а, Ь\г 
Положим 8 = max x(t) на сегменте [а, Ь]. Тогда

из (6) будем иметь:

| Ax(Z) | <Р8 | Ы | .

Следовательно, на любом заданном сегменте функция x(Z) удовлет
воряет условию Коши, т. е. функция x(Z) имеет почти всюду произ
водную х' (f), причем

t
х (Z) = х (Zo) + ^' (Z) dt,

t.

где интеграл рассматривается в смысле Лебега. 
На основании (6) имеем:

I *'(0 I <р(і)х(Рр (7)

Если x(Z0)>0, то легко видеть, что x(Z)>0 и при любом Z^O. 
Тогда функция v(t) = lgx(Z) будет на любом заданном сегменте [а, й], 
a^Q, также удовлетворять условию Коши. Следовательно, у функции 
v (t) существует почти всюду производная v (t), причем

t 
v(f) = v (Zo) + § (Z) dt, 

i.
(8)

где интеграл рассматривается в смысле Лебега. 
На основании (7) следует, что

X {I)
(9)
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На основании (8) и (9) имеем: 
t t

- Ь (о dt < ig < + ь (о dt-
J Х ио) J

отсюда 
( t

Jp dl +fp (o dt
x(t0)e ‘° <*(t)^x(t0)e ‘° (10)

при любом t^t^.
Если х(^)=0, то легко видеть, что х(() = 0 при любом (>0, и 

тогда неравенство (10) становится тривиальным.
Отсюда следует
Теорема 1. Любое ограниченное решение системы уравнений (1) 

удовлетворяет неравенству (10) при любом t^t.
Пусть (3) есть ограниченное решение системы уравнений (1), про

ходящее через точку (^, х?, х°,. . . , х°п, . . . ). Характеристичным чис
лом решения (3) назовем характеристичное, число (в смысле Ляпунова (П) 
функции x(t), где x(f) определена с помощью равенства (4). 7

Легко видеть, что если характеристичное число функции х(Н поло
жительно, то решение (3) стремится к нулю (равностепенно) при/-+оо. 
^характеристичное число функции х(0 отрицательно то 
ние (3) неограничено при /->оо-

Допустим, чтор(0 ограничена: р^^а при любом ОО. 
на основании теоремы 1 имеем:

реше-

Тогда

х fo) е~а < х (0 <х (/0) еа «-и
при любом

Отсюда следует
Теорема 2. Если функция p(t) ограничена, p(t)<a, то любое 

ограниченное решение системы уравнений (1) (отличное от триви
ального решения х± = х2 = . . . =0) имеет конечное характеристич
ное число р, удовлетворяющее неравенству | р |

Заметим, что теорема 2 является распространением известной тео
ремы Ляпунова (х) на счетные системы (1).

Допустим, что система (1) имеет вид:

~ Х2, %2 = Х3> Х3 = Х4 ; • ’ • (И)
Легко видеть, что

х5 = О +- 0+11 + 0+2~ . 4- cs+m ~ + • • . (s = l,2,.. .)(12) 

есть решение системы (11), которое будет единственным ограничен
ным решением, проходящим через точку (0, щ, с,,...) (здесь пяти сокращения записи, полагаем t0 = 0). ’ 1 ’ Р Д
иметьСТЬ С SUp ' С1 ' ’ ' । • Ь ™гда на основании (10) будем

се x(t) се(

при любом > 0. Следовательно, характеристичное число р решения (12)
Удовлетворяет неравенству | р | 1. и '

комплексное число, удовлетворяющее неравен- 
чву । г | Легко видеть, что система функций

%! = rert, х3 = r2ert, х3 = r*ert, . . . (13)
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есть решение системы (11), проходящее через точку (0, г, г2, . . . ), 
причем sup [ | г 1 , | г2 | , . . . ] = | г | 1. Если положим г==а-|-
то р=—а будет характеристичным числом решения (13). Отсюда 
следует, что множество характеристичных чисел ограниченных реше
ний системы(П), есть сегмент [—1, + 1].

Заметим, что система (11) имеет и неограниченные решения. Дей
ствительно, пусть f (t) = е-111' (/(0) = 0).

Тогда система непрерывных функций 

= е-^, х2= — е~^, х3 = — (14)

есть решение системы (11), проходящее через точку Z=0, х1=л2 = .... 
. . . = 0. Очевидно, что (14) не будет ограниченным решением.
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