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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

И. Д. ТАРАБАСОВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛАСТИНКЕ С НЕСКОЛЬКИМИ 
ЗАПРЕССОВАННЫМИ В НЕЕ КРУГЛЫМИ ШАЙБАМИ

(Представлено академиком Л. С. Лейбензоном 10 IX 1948)

Пусть рассматриваемая круглая тонкая пластинка заполняет много
связную область 50, расположенную в плоскости z = % + iy и огра
ниченную извне окружностью у0 радиуса г0 с центром в начале ко
ординат, а изнутри — окружностям и гп радиусов гп с центрами в

Рис. 1

точках Ьп. Будем считать, что окружности уп (n = 0, 1, . . . , т) не 
пересекают друг друга.

Предположим далее, что в каждое круглое отверстие пластинки 
вставлена путем запрессовки с заданным натяжением круглая шайба 
одинаковой с ней толщины. Область шайбы, ограниченную окруж
ностью у„, обозначим через Sn (см. рис. 1, где т — 5, шайбы распо
ложены симметрично и их радиусы равны между собой). Материал 
пластинки и шайб будем считать упругим, изотропным и однородным 
с одинаковыми механическими свойствами.

В настоящей статье дается вывод формул для определения ком
понентов вектора напряжения любой точки области Sn (п=0, 1,.. . , т) 
при условии, что на контуре у0 известны внешние силы, а на осталь
ных контурах уп (п=1, 2,. . ., т) заданы скачки векторов смещений. 
При этом рассматривается случай, когда скачок вектора смещения 
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одинаков по величине для всех точек контура y„ (n—Е 2,. . ., т) 
и численно равен разности радиусов соответствующего отверстия 
пластинки и шайбы до посадки, а направление его в любой точке 
контура у„ совпадает с направлением нормали к ул (п=1, 2, . . ., т).

Пусть г„ —первоначальный радиус отверстия у„ в пластинке, 
г'^ — радиус соответствующей шайбы (до посадки) и — скачок сме
щения на контуре ул. Тогда Ъп—гп — гп (п—1, 2,..., т). Величи
ны 8Л, вообще говоря, различны между собой.

Согласно исследованиям Г. В. Колосова и Н. И. Мусхелишвили, 
рассматриваемая задача сводится к определению функций фл (г) и 
ф„(г) комплексного переменного г—x-j-iy, регулярных в соответ
ственных областях Sn (п = 0, 1, .. . , т) и удовлетворяющих следую
щим граничным условиям:

Фо (О + W) + W на 7о; (1)

«Фо (О - t (О + Фо (0 =^П Ю -1 к W - Ф„ (0 + 8Л (t - bn\ (2)

Фо(О + ^ +Ш=ФП(<> + ^^ (и=1,2,. ...т). (3)

Здесь /(0 — известная функция, равная

= i J (X^iYo^ds, 
о

где Хо и Yo — компоненты вектора напряжения, приложенного к 
контуру у0, 5 — дуга у0 и t—комплексная координата^, точек ул 
(и = 0, 1,. . ., т).

Далее, 
3 — а Е

5л = --------’>
Гп

1 I ,1 + а 2(1+а) (4)

причем Е, и а — соответственно модуль упругости первого рода, 
второго рода и коэффициент Пуассона.

Согласно формуле (2) имеем

2н {(и0 — и„) + i (v0 - vn)} = $n(t - Ьп) на ул (п=1, 2,. . т), (5) 

где и0, Vo и ип, vn — компоненты вектора смещения соответственно 
в области So и $п-

Положим на ул (п = 1, 2, . . . , т)

= (6)

Тогда уравнения (3) и (2) можно записать в следующем виде

(О - * ФЛО - О) = s« V-
____ ___ (П

ф;ю+* ф;чо + ф’(*) = ° на ул (« = і, 2,...,™).

Замечая, что t = 1)п (t — bn), получим из уравнений (7)

на у„ (п — 1, 2, . . . , т).
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Отсюда, учитывая (6), найдем

+ (9)

на у„ (n = 1, 2, . . ., т).
Введем теперь новые функции <р(г) и ф (г), регулярные в области 

50 и равные

ф(г) = ?0(г), Ф(г) = ф0(г)+ . (Ю)

В силу формул (9) и (10) будем иметь:

?w=?nw + ^~Ьп) , ф(о=ф„(о+ 2 ——---------’+*  ’ „“id +х)(/-М

(11)

Последние соотношения показывают, что функции у (г) и ф(г), 
гулярные в области 50, совпадают на кривых уп (л = 1, 2, . . /и) 

значениями некоторых функций, регулярных в соответственных 
бластях Sn (n = 1, 2, . . . , т). Поэтому <р(г) и ф(г) аналитически 
родолжимы из области 50 в каждую из областей 5Л (л = 1, 2, т) 
, таким образом, будут регулярными всюду в области 5, ограни- 
енной контуром у0*.

ф(г),

Подставив в уравнение (I) вместо функций у0(/) и ф0(£) 
|жения через <р(0 и ф^) по формуле (10), получим на у0:

/Л

их выра-

^пгп І
л=1 (1+х)(Го~М) +/Ю- (12)

Из этого равенства ясно, что отыскание <p(z) и ф(г) сводится 
к решению первой основной задачи теории упругости для области 5. 
Используя прием, указанный в (2) Н. И. Мусхелишвили, получим выра
жения для этих функций

Имея в виду формулы (13), без труда найдем на основании (10) и 
(11) искомые функции ср„(г) и ф„(г) (п = 0, 1, . . ., т), а затем по 
известным формулам компоненты напряжений в областях S„ 
(л = 0, 1, . . . , т\

Наибольший интерес представляют компоненты напряжений для 
области 50. Полагая для простоты, что внешняя граница у0 свободна

* Здесь мы используем метод, предложенный Д, И.
ДАН, т. 63, № 1               
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от усилий, т. е./(/) = 0 (этот случай практически наиболее интересен), 
будем иметь

V З'о'^л г0

_('о - ьпг )2
(14)

Отсюда получим для компонентов напряжения в полярных коор
динатах следующие формулы

— V Е8пГп ■ ~~ ХпХ ~ УпУ^ ~~ ^ХУп ~ ХпУ^ /2 — —^ Го +
° «=1 2 И —+ >«>) + \ г'-

I J______1  (^-x„x- у„уУ - (хуп — ХпуУ | ц 5)

''о +

4. 2rof-— 1^I
Г °' r2 / H - 2/o (V + УпУ) + I ’

ее = v Е8'^ [ И - X"X - УпУ? - (хУп - ы\г / 2 + J\ r2 _

° л=1 2 1 И — + УпУ) +г^2 ' '

___ 1_____ 1_ I (r2 — Xnx — упуУ — (xy„ — х„уУ I Ц g) 
r2 Fq r* И + bn - 2 (xnx + УлУ)?

, 22M_ 1 i,
X '1 ) [ro — ^iXnx + ynyj + r^ /

n _ yEbnrn f2 \ 2F%yn- xny)[F^ - rb^ (3r2 - 2xnx - 2y„y)]
° = - 2^ (x„x -b yny) +

2ro (xyn — xny) [fq — (xnx 4- yny)J ( (ху„ — xny) [2r J — 2 (xnx — y„y)] 1 
r2[ro-2''o(^4-№3')+^F 1 ~2(xnx + yny^ )

Здесь = x2+^2; r2 = x2 4-у?; x и у—координаты любой точ
ки области 50.

Для частного случая, когда число шайб т = 5, 8n = 8j, rn = r± 
(n= 1, 2 , . . . , 5), r0 = 5rr = 0, I bn I = 3r, (n = 2 , . . ., 5), нами n n

/7*0 вОопостроены эпюры безразмерных величин гі й^7гі> связанных с на

пряжениями.
В заключение отметим, что, используя прием, указанный в (•) 

Д. И. Шерманом, можно решить рассмотренную здесь задачу в бо
лее общей постановке, когда упругие постоянные пластинки и шайб 
различны между собой. Этот прием представляется достаточно эффек
тивным в случае, когда различие в упругих постоянных сред не пре
восходит примерно 25—30%. Поступило

]4 VII 1948
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