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МА ТЕМА ТИ ЧЕС КАЯ ФИЗИКА

Л. И. РУБИНШТЕЙН

О НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТИ ПРОДВИЖЕНИЯ ФРОНТА 
КРИСТАЛЛИЗАЦИИ В ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧЕ СТЕФАНА

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 23 VIII1948)

Скорость продвижения фронта кристаллизации в одномерной зада- 
* че Стефана (х) задана, если в начальный момент сосуществуют твер­

дая и жидкая фазы. Если в начальный момент существует только 
ддна жидкая фаза, начальная скорость кристаллизации подлежит 
Определению. Знание начальной скорости кристаллизации необходимо 
£ля эффективного осуществления любого из предложенных до сих 
цор методов решения задачи Стефана*,  за исключением метода 
Л. С. Лейбензона (4), дающего лишь асимптотическую картину про- 

, Определением начальной скорости кристаллизации занимался 
Huber (5). Его результаты перекрываются сообщаемыми ниже.
- Мы рассматриваем начальную скорость кристаллизации при усло­
вии задания на внешней границе твердой фазы температуры, потока 
тепла или линейного теплообмена с окружающей средой.

1. Рассматриваем задачу Стефана на полупрямой х>0. Пусть 
ні (м 0> и2 (М 0 температуры твердой и жидкой фаз соответственно 
Вводя отсчет температур в разных шкалах, приведем уравнение задачи 
к каноническому виду:

Л/,dtii
dt ’

Одх2

п2 ди^
дх2 dt ’ У(і)<х ^>0; (I2)

^=^1 (0-^(0;
Щ(У^, 0 = 0 (/=1, 2);

G'=l,2); j/(0) = 0. (И)

Считаем, что /, ср дважды дифференцируемы при £>0, х>>0 и 
сверх того, ’

/(0= —(1 + /*(0),  (?^) = baxn“ +<р‘(л)),

С°>0’ ^0>0, По>-1, (15)

* Для построения решения по методу, предложенному нами ранее С2 нет 
необходимости знать начальную скорость кристаллизации. Тем не менее наиболее 
эффективным будет задаться на малом отрезке времени 0 дугой г —г гл
-£ШЩЩа£аюшеи£фЩрц7^0 с истинной границей раздела фаз x=y(t).
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Согласно (2), должны удовлетворять системе:
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Отсюда и из (I4) видим, что если

^(0=^7 (1+^Ш

/(0)=^0, <р(0)=^0, то должно быть

г/2(^)=-^-
V7

dy __ Yo
dt

11m v] =lim_y’ = 0

Vt

[уЩ=ъ0 vt (Г+У*^))].

(31)

Внося (31) в (21), (22) 
при t-^0, найдем:

и (l4), умножая на|/О и переходя к пределу

«о

-Y2
/(0)е °

Vл Erf 7о
Ро Т(0) е Yo — ао Ро- (З2)

Если / = 0, 9 = 0,
Vf = у* =0. Это 
Стефаном (х).

Если ©(0) —О,

решение задачи дается формулами (3х), где
решение совпадает с известным решением, данным

н0 /(0)^0, ^(0 будут иметь вид:

«о
Vt
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пусть теперь /(0) = 0. Простым преобразованием приведем (2) 
к виду:

t

МО I dy

о

[ЯО О (ОУа
4£-r) J + ехР ' [ЯО-ЯРУ 1

4£~О J

2VtcJ ( — 4(/-г) J

У^-У^ exp 
(І-У'

(5)

В (3) нами показано, что vt (t) дифференцируемы по t. Ищем ^(Z), 
y(t) в виде:

+ 4t\\ + v; у»; v2a)= + p, (zy (i + У W);

У (0 = Yo^’ + y/* (1 + У W); lim у (Z) = lim У (Z)=0; 
/->0 /-»0

• • •> V1>V

— Mo + 4» 4-1/2
Внося (i5) и (6) в (5), умножая на t \ > и переходя к пре­

делу при Z->0, найдем:

У + vo = %Y0 = И, ""4 * • (71)
/«о + 1

С другой стороны, внося (I5) и (6) в (22), умножая на и“ и пере­
ходя к пределу при t-^О, найдем:

Ро = —Va. Ро = ?(О)/«У- при <р(0)4=0; (72)

Но=До/2, ^=(2а)%Г^^)/рУ при ?(0) = 0. (73)

Сопоставляя (6), (I4) и требование >(0>0 при />0, найдем 

У Ио- Отсюда следует

4 = ^0= 9-; ао = 1 с0——при от0<п0, <р(0) = 0;z {т0 1)

ао = ^+4і Ро+2г0 при m0=n0, ф(0) = 0; (74)
" " F T/Zg У- А

Ч = ао = ₽о, Yo = V ^-у1-, если с?(0) 4=0 или m0>n0, 
ро /Ло + I

Случаи f (0) 4= 0, <р (0) 4= 0 и/(0)4=0, <р(0) 4=0 разобраны НиЬег’ом (5). 
Остальные, насколько нам известно, рассматриваются здесь впервые.
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2. Рассмотрим случаи задания при х—0:
А. Потока тепла:

du1/dx\x=o=f(f) = cotma (1 + /’(0), ^’=0’ ^0’ mo>°-

В. Линейного излучения:
А И1 (0, 0 - hul (о, t)=hf1 (t)=-hcotm‘ (1 + Г (0) • • • 
дх

Выписывая интегральные уравнения для определения ^(2?) по ме­
тоду, разработанному в (2), придем, после нетрудных преобразований, 
к равенствам

+ (А) (8)
1 I - hf (0 + ф (d f (t), /(t), v, (t), (т), у (0, у (т)), (В)

где
lim = lim —q при lim^^- = 0. (8*)

t-^o v^t) t->o vt(t) t-^oVt

Это дает:

v (f)=[ + ^i W) (A) lim^^)=o. (9)

Считаем <р(0) = 0. Сопоставляя (9), из (73), (6) и (I4), найдем

dyldt=yf‘(\ +У(0), У^Опри/^0, (9*)

где v0 = min(m0, п0 / 2).
Если т0<п0/2, то должны иметь:

у0 = с0 при т0<и0/2; Yo=co —₽о ПРИ ^0=«0/2; (А)

у0=Ас0 при m0<n0/2; у0 = Ас0 — ₽0 при m0 = /?0 / 2. (В)

Для того чтобы процесс кристаллизации мог начаться, т. е. чтобы 
при />0 было _р(/)>0, нужно, очевидно, чтобы было

zn0<n0/2; с0 — ₽0>0 при т0=п012. (10)

Если эти условия не выполнены, до начала кристаллизации будет 
происходить перераспределение температур внутри жидкой фазы.

Вологодский государственный Поступило
педагогический институт 19VI1948

им. В. М. Молотова
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