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МАТЕМАТИКА

А. В. ЮРОВСКИЙ

О НЕКОТОРЫХ КРИТЕРИЯХ УСТОЙЧИВОСТИ ИНТЕГРАЛОВ 
СИСТЕМЫ ДВУХ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 2 VIII 1948)

Знаменитый русский математик А. М. Ляпунов в своем классиче­
ском сочинении С), изучая случай периодических движений, опреде­
ляемых дифференциальным уравнением

у” + Р (0^ = 0, (1)

где р (0 —непрерывная, вещественная, периодическая функция с 
периодом ш (w)>0), принимающая только положительные или равные 
нулю значения (не будучи нулем тождественно), показал, что для 
устойчивости интегралов уравнения (1) достаточно, чтобы выполнялось 
следующее неравенство:

ы\р (t) dt ^4.
о

(2)

В настоящей работе мы, развивая метод Ляпунова, даем критерий 
устойчивости интегралов системы двух линейных дифференциальных 
уравнений с периодическими коэффициентами:

—Pnxi + Рігхь 
at

dx.9 [-г=АЛ + РЛ 
at (3)

где plk (t) — непрерывные *,  вещественные, периодические функции t 
с периодом со (со^>О) при условии, что

^п^=^22Л=а. (4)
о о

Подстановками:
t t

fpudt fpadt
хі=Уіе0 > (5)

* В силу известной теоремы Каччиопполи — Тихонова об операторных уравне­
ниях, полученные результаты легко можно распространить и на случай, когда 
коэффициенты pik (/) абсолютно интегрируемые, вещественные, периодические 
функции t.
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система (3) преобразуется к виду:

(6

где положено:
t

_ . . /(Р22 - Pll) dt р,
Р^=Р^ , Q(t)=pne° ' .

шиитов ° ка,естве коэффи-
функции t с периодом веЩественные, периодические

Для системы (6) составим караитеристмеское уравнение:

Х’-24Х + 1=О.
Коэффициент А дается бесконечным рядом

где положено "_1

(«=1,2 ) /ох• (о)
Ю " ^определяются следующими рекуррентными

0 о

t h (9)

° о
При п~\ имеем:

Фі (") У^ ((в) = j р dt. | Q

О о (10)

соотно-
шен°йХ79ІХ°ж£Ндоказа?ь Терпнет™ рекуРРентн«ми 

неравенству Ляпунова. ' еравенство, аналогичное известному
Лемма. Если функции Р и ои не меняют знака в интервал^, /аени то^дественно нулю 

удовлетворяют неравенству: ’ то пР11 п>1 функции фп (t)

I фл (0 I <
2п (И)

Рассмотрим два случая.
Случай I. Функции Р и о иоРанны нулю в интервале (0, „)$ разныхХко”1"’ “ тождает»авно



В этом случае ряд для А имеет вид:

причем аргумент ы мы опускаем.
Применяя к функциям | ф2й | неравенство (И), получим, с одной 

стороны:

Применяя к функциям | Ф2а+і I неравенство (11), получим, с дру­
гой стороны:

Из неравенств (12) и (13) следует, что, полагая | фх | <4, получим:

М | <1.

Таким образом, имеет место
Теорема 1. Если:
1) коэффициенты, р12 и р21 системы (3) не равны тождественно 

нулю, не меняют знака в интервале (0, со) и разных знаков:
2) ос<О;

t t
ш / (ри — Рп) dt ш f dt

3) 5 ^12 I ° j I Ai I £° ^<4,
О ()

то интегралы системы (3) устойчивы.
Замечание. Из теоремы 1 легко получается условие (2) для 

уравнения (1).
Случай 2. Функции Р и Q не меняют знака, не тождественно 

равны нулю в интервале (0, со) и одинаковых знаков.
В этом случае ряд для А имеет вид:

Л = 1 + +
1 2 1 2

Но если А>1, то корни Хг> Х2 характеристического уравнения (7) 
будут вещественны и положительны.

В силу (5) интегралы системы (3) устойчивы, если

и неустойчивы в противном случае.
На основании неравенства (11) легко показать, что

А<^’2,
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т. е. имеет место следующая
Теорема 2. Если
1) коэффициенты р12 и р21 системы (3) не равны, тождественно 

нулю, не меняют знака в интервале (0, со) и одинаковых знаков •
2) а<0;

/ t
ш — Ри) Ш /<Ри—Рк)М

3) W0 ^< —2«-21п2,
О о

то интегралы системы (3)устойчивы.
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