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Аннотация. Рассматривается экспоненциальная сеть массового обслуживания с N однолинейными узлами. В сеть  
поступает пуассоновский поток запросов с параметром   и счетное число пуассоновских потоков отрицательных  

заявок с параметрами , ( 1, )l l    соответственно. Входящий запрос с вероятностью ,ip  а отрицательная заявка l-го 

потока с вероятностью ilq  направляются в i-й узел 
1 1

1, 1, .
N N

i il
i i

p q l
 

 
    

 
   Отрицательные заявки не обслужива-

ются. Заявка l-го потока при поступлении в i-й узел сразу удаляет ровно l запросов (при их наличии), и удаляет все  

запросы, если их число меньше l, 1, , 1, .i N l    Время пребывания запросов в узлах сети является случайной  

величиной, условное распределение которого при фиксированном числе запросов является показательным. Запросы, 
обслуженные в узлах, и запросы, покидающие узлы из-за завершения времени пребывания, могут оставаться  
запросами, становиться заявками l-го потока или покидать сеть. 
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Abstract. An exponential queuing network with one-line nodes is considered. The network receives a Poisson flow of requests 

with a parameter   and a countable number of Poisson flows of negative customers with parameters , ( 1, ),l l    

respectively. The incoming request with probability ip  and the negative customer of the l-th flow with probability ilq  are sent 

to the i-th node 
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1, 1, .
N N

i il
i i

p q l
 

     
 
   Negative customers are not served. The customer of the l-th flow arriving at the  

i-th node, immediately deletes exactly l requests (if there are any), and deletes all the requests if their number is less than l, 

1, , 1, .i N l    The sojourn time of requests in network nodes is a random variable with exponential conditional distribution 

for a fixed number of requests. The requests served at nodes and the requests leaving nodes for the sojourn time is over can 
remain requests, become customers of the i-th flow, or leave the network. 
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1 Постановка задачи 
Сеть массового обслуживания (СеМО) с ко-

нечным числом потоков отрицательных заявок 
исследована в статье [1]. В данной работе ре-
зультаты [1] обобщаются на случай счетного 
числа потоков отрицательных заявок. 

Исследуется СеМО, состоящая из N экспо-
ненциальных узлов с единственным прибором 
обслуживания. Интенсивность обслуживания 

прибором i-го узла равна , 1,i i N  . В сеть из-

вне поступают независимые пуассоновские по-
токи запросов и отрицательных заявок. При этом 
в i-й узел поступает поток запросов (запросы 
требуют обслуживания) с параметром ip  и 

счетное число потоков отрицательных заявок с 
параметрами l ilq  соответственно 
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p l i Nq
 

       

Заявки не требуют обслуживания. При поступ-
лении заявки l-го потока в i-й узел она удаляет 
ровно l запросов (если таковые имеются) и уда-
ляет все запросы, если их количество меньше l, 

1, , 1, .i N l    После чего она исчезает не ока-

зывая дальнейшего влияния. Время пребывания 
запроса в i-ом узле является случайной величи-
ной. Условное распределение времени пребыва-

ния показательное с параметром i

in


 ( in  – число 

запросов в узле). При поступлении в пустой узел 
запрос сразу начинает обслуживаться. Заметим, 
что с интенсивностью i  покидает узел даже не 

закончив обслуживание. Число мест в очереди 
для запросов в узлах сети бесконечно. Предпола-
гается, что запросы обслуживаются в узлах в 
порядке их поступления (FCFS). Запрос после 
обслуживания в i-ом узле попадает в j-й узел не 
меняя своего статуса запроса с вероятностью 

,ijp  с вероятностью ijlp  становится заявкой l-го 

потока отрицательных заявок и с вероятностью 

0ip  покидает сеть ( , 1, , 1, ).i j N l    Требуем 

выполнения условий: 
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 

   

Запрос не получивший обслуживание из за 
окончания времени пребывания в i-ом узле, на-
правляется в j-й узел не меняя своего статуса 
запроса с вероятностью ijr , с вероятностью ijlr  

становится заявкой l-го потока отрицательных 
заявок и с вероятностью 0ir  покидает сеть 

( , 1, , 1, ).i j N l    Требуем выполнения условий: 

0
1 1

1, 1, .
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ij ijl i
j l

r r r i N


 

 

 
    

 
   

Рассмотрим случайный вектор  

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( )),Nn t n t n t n t
   

где ( )in t  – число запросов в i-ом узле в момент 

времени t. Исходя из всех предположений, ( )n t


 – 

многомерная цепь Маркова с непрерывным вре-
менем и пространством состояний ,NX Z  где 

{0, 1, }.Z    

Цель данной работы – установить условия 
эргодичности процесса ( )n t


 и определить его 

финальное распределение. 
 

2 Основной результат 
Рассмотрим i-ый узел сети. Поместим его в 

фиктивную среду с пуассоновскими входящими 
потоками запросов и отрицательных заявок и 
теми же интенсивностями, что и потоки сети, 

входящие в i-ый узел. Пусть i
  – интенсивность 

потока запросов, il
  – интенсивности потоков 

отрицательных заявок ( 1, ),l    ( )in t  – число 

запросов в системе в момент времени t. Процесс 
( )in t  является Марковским с пространством со-

стояний .Z  Найдем стационарное распределе-

ние процесса ( ).in t  Составим систему уравнений 

равновесия: 

1
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( ) ( 1) ( ) ,

0,1,

i i i

i i i i is i i
l s l

i
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n
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

 
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 (2.1) 

Подставим ( ) in
i i ip n z  в (2.1). Получим ха-

рактеристическое уравнение: 

1

1 1

( ) ( )

( ) 0.

l
i i i i is i i
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   (2.2) 

Будем предполагать, что 

1

, 1, .is
s

s i N






     

Докажем, что при выполнении условия 

1

1,i
i

i i is
s

s









  

    
              (2.3) 

процесс ( )in t  будет эргодическим. Действитель-

но, (0) 0ig     и, в силу (2.3),  

1

(1) ( ) 0.is i i i
s

g s


 



         

Так как функция ( )ig z  непрерывна на отрезке 

[0,1],  то для уравнения (2.2) существует корень 

0 (0,1).iz   Следовательно, уравнение равновесия 

(2.1) имеет решение 0( ) .in
i i ip n z  Учитывая нор-

мировку 
0

( ) 1,
i

i i
n

p n




  получаем: 

0 0( ) (1 ) , 0,1,in
i i i i ip n z z n               (2.4) 

Далее воспользуемся эргодической теоре-
мой Фостера [2]. При выполнении условия (2.3) 
уравнение (2.2) имеет корень 0 (0,1),iz   при 

этом (2.4) – частное решение системы уравнений 
равновесия (2.1). Сумма ряда равна единице: 

0 0
0 0

( ) (1 ) 1.i

i i

n
i i i i

n n

p n z z
 

 

     

Значит, имеет место следующая теорема. 
Теорема 2.1. Для эргодичности цепи Марко-

ва ( )in t  достаточно, чтобы выполнялось нера-

венство  
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1
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







  

    
 

В этом случае стационарное распределение 
цепи имеет форму геометрического распределе-

ния 0 0( ) (1 ) , 0,1,in
i i i i ip n z z n    . 

Всюду далее предполагается, что средняя 
интенсивность «вычеркивания» заявок во всех 
узлах конечна, т.е. выполняется условие 

1

, 1, .is
s

s i N






     

Уравнение (2.2) при 0iz z  принимает 
форму тождества 

0 0
1

( ) 0, 1, .l
i i i is i i

l s l

z z i N
 

 
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 
        

 
    (2.5) 

При выполнении условий эргодичности 

1

1, 1, ,i
i

i i is
s

i N
s









   

    
        (2.6) 

стационарное распределение изолированного 
узла имеет форму 

0 0( ) (1 ) , 0,1, , 1, .in
i i i i ip n z z n i N       (2.7) 

Составим для сети систему уравнений тра-
фика. Вероятность занятости прибора в i-м узле в 
стационарном режиме будет равна 01 (0) .i ip z   
Поэтому: 

0
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( ), 1, ,
N

i i j j ji j ji
j

p z p r i N  



          (2.8) 
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il l il j j jil j jil
j

q z p r
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  



      

  


        (2.9) 

Можно доказать, что система (2.8)–(2.9) 
имеет строго положительное решение. 

Составим уравнения глобального равнове-
сия для сети: 
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 0 0 1 2 3 0( )[ ( ) ]
ii i i i i i i i np n e p r I             

    

 1 2 0
2

( )[ ( ) ]
ii i il i il i il n

l

p n le q q q I


  


             

 

  

0
1

1

1 2 0

( )( )

( )

( ( )

i

i

N

j i j ji j ji n
j

j i
l

j jil jil jil n

p n e e p r I

p n e le

p p p I

 








  
  

      

   

     





  

  


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Здесь (0,0, ,0,1,0, ,0),ie 
    где i-я компо-

нента равна единице, AI  – индикатор события A: 

1, еслисобытие произошло;

0, впротивном случае.A

A
I


 


 

Покажем, что вероятности, задаваемые 
формулой 
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( ) ( ), ,
N

N
i i
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  
            (2.11) 

где ( )i ip n  определяются формулой (2.7) при вы-

полнении (2.6) удовлетворяют уравнениям (2.10). 
Разобьем (2.10) на уравнения локального 

равновесия. Учитывая, что { 0} { 0}1 ,
i in nI I    

прировняем слагаемые, содержащие множитель 

{ 0}.inI   Получим первое уравнение. Приравнивая 

слагаемые не содержащие множитель { 0} ,
inI   

получим второе уравнение 


1 1

2 3
1

( )

( ) ( )[ ]

N

i i i il
i l

N

i i i i i i i
i

p n q

p n e p p n e q q



 



 
      
 

         

 





    
 

1 2
2

( )[ ]i i il i il
l

p n le q q


 


             (2.12) 

1

1 2
1

( )( )

( )( ( )

N

j i j ji j ji
j

j i j jil jil
l

p n e e p r

p n e le p p

 




 
 



      

      





  

   
 

1 2

1 2

( ))

( )( ( )

j jil jil

j j ji ji

r r

p n e p p

 
 

 

   

     


  

 

1 2( )) , ,N
j ji jir r n Z 

   
  



1

0 0 1 2
1

( )

( )[ ]

N

i
i

N

i i i i i i i i i
i

p n p

p n e p r q q





 

        







  
 

1
2

( )[ ]i i il i il
l

p n le q q





              (2.13) 

1
1 1

( )( ( )
N

j i j jil jil
j l

p n e le p p


 


 


      


       

1 1 2( )) ( )( ( )j jil jil j j ji jir r p n e p p   
        

    

1 2( )) , .N
j ji jir r n Z 

   
  

В (2.12) приравняем соответствующие сла-
гаемые в суммах слева и справа: 
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Очевидно, что из (2.13), (2.14) следует (2.10). 
Разделим (2.14) на ( ).p n


 Подставим (2.11) и 
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т. е. (2.14) выполняется. 

Лемма 2.1. Для решений уравнений трафи-
ка (2.8)–(2.9) будет справедливо следующее то-
ждество: 
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Действительно. Просуммируем (2,9) по 
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В итоге получаем (2.15). 
Далее разделим (2.13) на ( ).p n


 Подставим в 

полученное равенство (2.11) и используя (2.5), 
(2.8)–(2.9), а также (2.15) получим: 
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то цепь регулярна. Доказано, что (2.11) является 
решением (2.10). При выполнении условий эрго-
дичности (2.6) ряд  
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Значит, вероятности, задаваемые формулой 
(2.11) будут эргодическим распределением мно-
гомерного процесса ( ).n t
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 Тем самым имеет ме-

сто следующая теорема. 
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Заключение 
В работе исследована открытая сеть массо-

вого обслуживания со счетным числом экспо-
ненциальных потоков отрицательных заявок, 
поступающих в узлы сети. Матрицы маршрути-
зации обслуженных запросов и запросов, не до-
ждавшихся обработки, различны. Предполагает-
ся, что средняя интенсивность потоков отрица-
тельных заявок поступающих в узлы конечна. 
Найдены условия эргодичности случайного 
Марковского процесса, описывающего функцио-
нирование сети. Получено стационарное распре-
деление этого процесса, имеющее форму произ-
ведения.  
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