
Доклады Академии Наук СССР
1948. Том ЕХШ, № 5

МАТЕМАТИКА
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОЙ 
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(П редставлено академиком И. Г. Петровским 12 X1948)

, пdx^ _
dt

Дана нелинейная система уравнений

+ Ф/ Oi, х2>.. . . , хп, 0 (/ = 1, 2, ..., га), (1) 

где aik— постоянные, <рг (0, 0,..., 0, ^)=0 (i = l, 2,..., га). Функции 
<рг (/= 1, 2,..., га) определены в области (^, х2,..., хп) € G, —оо-< 
<Zt<-j- 00> где G — некоторая окрестность начала координат О, 
непрерывны по t и удовлетворяют условию: при заданном s>0 
можно найти два положительных числа 8Е и Tz таких, что из усло
вий |а/|<<8е, t>Tz (г = 1, 2, ..., га) вытекают неравенства:

п
I (хр х',. . . ,ХП, І) — ?г«, Х2', . . . , л„', /) I < S 2 I Х1 — Хі' I 

(г=1, 2,... ,га).

Эти условия будем называть основными условиями.
Определение 1. Решение xt = xt (Zo> 0 (г = 1,2,..., га) системы (1) 

назовем 0-кривой при Z->-|-oo, если, каково бы ни было число 
г>0, найдутся такие числа Тх и 7\, что, если t^T^, t^T^ то 

п
2 ix/i<s-
І = 1

Аналогично вводится понятие 0-кривой при оо.
Целью заметки является:
1) доказательство формулы 

п
2 І^Нехр/К + ^/)] (2)
i = l

для любой 0-кривой Л;Ц0, Ц (і = 1, 2,..., га) системы (1), где ад^О— 
вещественная часть корня характеристического уравнения

1^-МНО, 8n=l, 8у=0, (3)
и функция т) (Ц обладает свойством:

lim т|(Ц=0; (4)
t —> ОО

2) вывод формулы, характеризующей асимптотическое поведение 
■0-кривых, из которой вытекают: а) качественная теорема И. Г. Пет
ровского (Ц о ведущих координатах при более слабых ограничениях
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на функции ©•• б) теорема, обобщающая предложение Перрона (2) 
об асимптотическом поведении 0-кривых на случай кратных корней.

Заметим, что из формулы (2) следует
п

In У 1^-1
Игл Д(Ц=11ш ——-------=«*• (5)t —> ОО t —> ОО /

Верхний предел функции A(f) при Перрон (2) назвал
порядковым числом соответствующего решения. Им показано, 
что порядковые числа 0-кривых системы (1) равны отрицательным 
вещественным частям корней уравнения (3).

Теорема I. Пусть

аі к2 0 (/= 1, 2,..., га) (6)
вещественные части корней уравнения (3), среди которых имеются 
отрицательные. Для любой 0-кривой системы (1) суще
ствует функция 7) (t), обладающая свойством (4), такая, что

п
2 t^t^zde — одно из чисел ряда (6).
Z=1

Q-кривые, удовлетворяющие соотношению
п
2 |^|<ехр/[az + 4W], «z<0, t>t0, 
i = \

(7)

где функции т\(ф) удовлетворяют (4), образуют семейство с р про
извольными параметрами, где р — число корней \!, удовлетворяю
щих неравенству <хг<^ар.

Доказательство этой теоремы мы опустим.
Относя 0-кривые системы (1), имеющие один и тот же предел (5), 

к одному классу, мы разобьем все семейство 0-кривых на q классов, 
где q — число различных az<0 уравнения (3).

На основании теоремы 1 легко видеть, что это разбиение на клас
сы совпадает с разбиением на классы, которое сделал другим спо
собом И. Г. Петровский (х), приводя систему (1) к жордановой форме.

Определение 2. Пусть mj корней кй.+/ (г=0, 1,... ,т}— 1) имеют 
одинаковую вещественную часть а^.. Целые положительные числа 

+ * (/=0, 1,...,/га^—1) назовем индексами класса 0-кри
вых, имеющего порядковое число akj.

Число kj будет наименьшим индексом.
Можно показать, что для каждого индекса существует некото

рое конечное число транспозиций вида | Х"‘ ) , которые, после не-
К XnJ

особого линейного преобразования, систему (1) приводят к виду

^=\yt + 2 ЬчУі + Ф/ (Л, Л» • • ■, Уп, 0 Ц=1, 2, ..., ^-1); 
/ = / + 1

ДГ^іУі + 2 ЬцУі + 2 ЬаУі + Фі ^Уі, Уй,..-, Уп, t) 
j = / = 1
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Систему (1) назовем системой, присоединенной к систе
ме (1). Характеристические корни систем (1) и (Г) совпадают. Для q 
индексов мы получим q присоединенных систем вида (Г), которые 
будем рассматривать совместно с исходной системой (1). О данном 
классе 0-кривых будем говорить, что он принадлежит к соот
ветствующей присоединенной системе.

Определение 3. Координатыykj+l (г=0, 1) назовем
ведущими координатами присоединенной системы (Г).

Теорема 2. Для любой 0-кривой класса с индексами fy, 
kj-\- 1,..., kn-j-mj—l имеют место асимптотические формулы-.

кГ~'
/=1

^ki

(8)
2 ш2

7 ^"7 ‘

J _ h

Доказательство. Обозначая г2 = |_у;|2, имеем:

dr}
— >2azr2 — ЧЬгг V (9>

3 = 1
(i=l,2,...,n)

< 2а,-г2 + 2brt У г, + 2г; | |. (10)at
kj-\ kj+ mj — X

Для сокращения положено: «1(^)= у г2; ы3(£) = У
/ = 1 i^k-

п
<в4 (t) = У г}, причем, в силу „основных условий“, имеем 

i=kj+ Ш;

п
t>K (^о2,оо

при некотором фиксированном с>0.
Суммируя неравенства (9) и (10) соответственно при і—1,2,... 

..., kj — 1 и i=kj, kj + 1, ■ • ■, kj + т}— 1, находим для производной 
следующую оценку:

> _2п^ W1 _(2Й^ + 4nb + 2CS 4- 2с) Е«3. (12)

Так как е и b достаточно малы, то выберем число с так, чтобы 
для т имело место неравенство:

аА _х — nb^>^^> <%к. -j- %nb Д- cs с- (13)

Тогда из (12) и (13) следует:

— [(а>1 —- soi3) ехр — 2тД;>0, (14) 
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откуда видно, что функция, стоящая в скобках в (14), монотонно 
возрастает. Нетрудно убедиться в справедливости соотношения

1 im (^ -f- s«3) exp — 2^=0. 
t -> + 00 (15)

Из (14) и (15) для достаточно больших значений t вытекает нера
венство

"3 (0 (16)

В силу произвольности S и ы3>0 соотношение (16) окончательно 
дает

что доказывает первую формулу (8). Доказательство второй форму
лы (8) аналогично.

Из теоремы 2 вытекают:
Теорема 3. 0-кривые каждого класса, принадлежащего к со

ответствующей присоединенной, системе (Г), касаются гиперпло
скости, определяемой ведущими координатами этой системы.

Доказательство. Рассмотрим функцию

’ где + . (18)

представляющую сумму квадратов косинусов углов касательной к 
и-кривой с осями неведущих координат. Из формул (8) следует

lim /?(Z)=0, (19)
чем и доказывается теорема.

^Теорема 3 доказана также И. Г. Петровским (^, но другим спо- 
сооом и при более сильных ограничениях на функции ^существуют 
числа /И;>0, а>0 такие, что в окрестности О имеет место:

(‘'0=1.2.........пу

У&о 4. Для любой 0-кривой класса с индексами
, • • ■, ej-Д mj— \ имеет место асимптотическая формула

+ (20)

Формула (20) есть обобщение теоремы Перрона (2) на случай коат- 
ных корней. к
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